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Unidad Tematica Il1:

Derivada y Diferencial

La Tangente

Abordaremos este tema tomando como punto de partida dos problemas basicos y concretos
que son “el trazado de una recta tangente a una curva dada en un punto x, especificado y “la

descripcion de la velocidad de una particula que se mueve en linea recta”.

La solucion de estos problemas han sido de interés para los matematicos, desde los griegos
(300-200 antes de J.C.), y las técnicas desarrolladas para resolver los mismos, son la columna
vertebral de gran parte de la ciencia y la tecnologia actuales.

Los métodos desarrollados para resolver el trazado de una recta tangente a una curva dada
tienen una serie de aplicaciones importantes en la actualidad. Por ejemplo: “la direccion del
movimiento de un objeto a lo largo de una curva en cada instante, se define en términos de la
direccion de la recta tangente a la trayectoria del movimiento”. Las orbitas de los planetas
alrededor del sol y la de los satélites artificiales alrededor de la tierra, se estudian
esencialmente comenzando con la informacién sobre la recta tangente a la trayectoria del
movimiento.

Empezamos con el problema de la tangente, no solo por su importancia ‘“histdrica y practica”,
sino también porque la intuicién geométrica que tenemos contribuira a hacer concreto lo que
de otro modo seria una nocion abstracta.

En esta figura se ilustra un procedimiento intuitivo para trazar una tangente a una curva
continua C, en un punto P. Si se hace girar una recta alrededor del punto P, generalmente
cruzara la curva en P, y posiblemente en otro punto. Una recta que corte a la curvaen P,y en
otro punto tal como Q, secante a la curva.

C

A medida que el punto Q se aproxima al punto P a lo largo de la curva, la secante gira
alrededor de P y parece llegar a una posicion limite, la cual es la recta PT que en P coincide
en direccion con la curva. En este sentido consideramos a la recta PT _como limite de la

secante PQ .
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Lo expuesto nos permite efectuar la siguiente Definicion: “si PQ es una secante que pasa por

los puntos P y Q de una curva continua C, entonces el limite (si existe) de la secante PQ,
cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva, se llama Tangente a la curva en P”.

Supongamos que la ecuacion de la curva seay = f(x), donde f(x) es una funcion continua y
x ey son las coordenadas rectangulares usuales. Se pide trazar la tangente en el punto Rxo:v0)

de la curva. Si queremos aplicar la definicion dada consideraremos otro punto Q(x;y) de la

curva. Los puntos P y Q determinan una secante cuya pendiente es: tg8 = Y=Y
X=Xo
y A
y
limS=T
Q—P
Yo
D X

Suponiendo que la curva tiene una tangente PT , hallamos que cuando Q se aproxima a P a lo
largo de la curva, la inclinacion @ de la secante se aproxima a la inclinacién « de la tangente,

es decir: |im € =«
Q—P

Ademas, la pendiente de la secante se aproxima a la pendiente de la tangente, es decir:

limtgfd=1tg9a
Q—P

Como las coordenadas de P se pueden escribir:[xy; f(xy)], v los de Q: [x;f(x)], en
consecuencia: cuando Q > P & X — X

f(x)- f(%)

limt96 = lim

QP X—>XQ

Esta expresion nos dice que la pendiente m(xo) de la tangente a la curva con ecuacion
y = f(x) enel punto Ry, .y, es:
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Definiciéon de derivada de una funcidon en un punto

Como vimos, el limite que define la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en un

f(x)- f %)

puNto Ry, .y, ) €S: m(x) = lim

También el limite que define la velocidad instantanea de una particula que se mueve sobre una
recta de acuerdo con la férmula:

e(t)-e(t)

e=e(t); V()= lim e(t)—elt) , tiene exactamente la misma forma.
X—>X0 t-— t()

Ademas, es conveniente dejar aclarado que muchos otros problemas que se presentan en la
técnica implican este tipo de limite. Para evitar toda relacion con un problema particular, a
estos limites se les da el nombre de Derivada.

En general, dada una funciony = f(x), si damos un incremento Ax (positivo 0 negativo) a la
variable independiente, resultara para la funcion un incremento f (x + Ax)— f(x), que se indica
CONAy.

Ay

Si formada, luego, la “relacion media” o el cociente incremental: A y existe:
X

f AX)— f
- (x+ Ax)— f(x)
Ax—0 AX
funcion f(x).

, a este limite, si existe, se lo llama Definicion de Derivada de la

En simbolos:
y=f(x)
y+Ay = f(x+Ax)
Ay = f(x+Ax)— f(x)
Ay f(x+Ax)- f(x)

AX AX

: Ay f(x+Ax)-f(x)
f(X)= lim —= lim
( ) AX—0 AX  Ax—0 AX

. Regla General de Derivacion.
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Es la tangente trigonométrica del angulo que forma la tangente geométrica a la curva en un

punto considerado.
y A

f(x+X)

()

0 X X+AX X

NOTA: Ay representa la variacion de la funcion(Ay) por unidad de variacion de AXx.

AX
. Ay o .
Cuando |im —, representa la variacion de la funcion en un punto.
Ax—0 AX

NOTACIONES: y';Dy; f (x);[f (x)]; Df (x); D, f x;ﬂ; Notaciénde Leibniz 1646-1716
" dx

Funcién Derivada

El valor f (a) considerado como imagen para cada punto a del Dominio, donde f(x) es

derivable, permite definir una nueva funcién f (x), que se llama funcién derivada de f (x).
Es decir, f (x) es la funcién derivada de f(x)< f ()= lim M;Vae Df , donde

X—a -
dicho limite existe.

El dominio de f (x) estd formado por los puntos a del Dominio de f(x) para los cuales

existe f (a).
. Df < Df
Derivabilidad y Continuidad:
i . Ay ' G Ay
Hagamos notar que, siendo |im — =Yy , podemos escribir: —= =y +¢; ¢:infinitésimo; 0 lo
Ax—0 AX AX

que es lo mismo: Ay = y AX + éAX . Luego, Si AX —0,Ay — 0.

Es decir, si una funcién es derivable, es continua.
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La proposicion reciproca no es cierta, hay funciones continuas que no son derivables, o, en
términos geométricos, hay curvas que no tienen tangente.

Es importante dejar perfectamente claro que “una funcioén es derivable en Xy, Si su derivada
existe en xg .

Continuidad de las funciones derivables

Para una funcion, la propiedad de ser derivable es mas fuerte que la de ser continua. Es decir,
la derivabilidad asegura la continuidad, mientras que el reciproco no se cumple, pues existen
funciones continuas en un punto que no son derivables en él. O sea:

DERIVABILIDAD Z CONTINUIDAD

Teorema: si una funcién tiene derivada finita en un punto, entonces es continua en dicho
punto. Es decir, el Teorema asegura que Si existe un nimero real

k/k=f(a)= f(x)escontinua ena.

Demostracion:

Como f(x) es derivable en el puntoa, y si x e Df es otro punto del dominio / si x # a:

podemos escribir f(x)— f(a)= x —a); calculando el limite en el puntoa, es:

lim [£(0)— (@)] = |im[f(x)_f(a)(x—a)}: jim = 1@ 8y #(a)o =0

X—a X—a - X—a X—a X—a

T por limite de un producto

luego: lim|[f(x)— f(a)]=0< lim f(x)= f(a)= f(x) escontinuaena.
X—a X—a

Derivadas Laterales: se obtienen considerando los limites laterales del cociente incremental.

(a) Derivada lateral derecha o derivada por la derecha: sea f(x), funcion continua enx = xg, la
derivada por la derecha:

f(x)- f %)

£ (%)= lim

J’_
X—)XO

(b) Derivada lateral izquierda o derivada por la izquierda: andlogamente, la derivada por la
izquierda:
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Como consecuencia inmediata de estas definiciones se puede demostrar el siguiente:

Teorema: si la funcion f(x) es continua en x=Xx,, entonces si f (x,) existe
o (%)= f (%)
Ejemplo: estudiar la derivabilidad de f(x)=|x| en x =0

. . Xsix=0
Esta funcion es continuaV x R, puesto que: |x ={ _
-xsix<0
y A f(x)=| x|
0
Veamos las derivadas lateralesenxy =0.
- . f(x)-f(0 . x-=0 - . f(x)-f(0 . —x-0
£.(0)= 1lim T=FO)_ yy x=0_, . f2(0)= lim =10 _ i, =-1
X—>Xg x-0 x—>x0+X_0 X—Xg X— X—Xg x-0

. 31 (0), pues que: f.(0)= f_(0)
Luego, f(x) = \x\ no es derivable en el punto X, =0, pero si es continua en dicho punto.

Algo similar ocurre con la funcion: f(x)=—x-2
Xo=2yAf(2) pues: f,(2)=-1 A f (2)=1

,en el puntoxy =2; f(x) es continua en

Oen:g(x)=|x—2

y 4 1
0 > . 5 g(0)=/x-2/
) -
a(x)=- /x-2/ ° 2 X
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Algebra de Derivadas

Derivada de una suma algebraica de funciones: es igual a la suma algebraica de las derivadas
de las funciones sumandos.

y = u(x)+v(x)—w(x) siendo: u(x);v(x);w(x) funciones de x (derivables).

Incrementando X enAx:
Y+ Ay = u(X + Ax)+ V(X + 4X)— W(X + Ax)
Ay = u(x + Ax)+ V(X + 4%) = W(x + 4x) —u(x) = v(x) + w(x)
Ay = [u(x + Ax) = u(x)]+ [v(x + 4%) = v(x)] = [w(x + 4x) - w(x)]

pero: u(x+Ax)-u(x)=Au ; V(x+Ax)—v(x)=Av ; w(x+Ax)—w(x)= Aw

luego: Ay = Au + Av — Aw; dividiendo por Ax y pasando al limite:

. Ay . Au . AV . Aw - ' : . . .
lim —=1lim —+1lim ——lim —=uXx)+vi{x)—-wl(X) = =U(X)+VIX)=WI(X
Axl—>0 AX Axl—>0 AX AXI—>0 AX Axl—>0 AX () () () y () () ()

La derivada de una constante: es nula.

y = f(x)=c;como f(x) es constante, cualquiera sea el valor de x se verifica:

Ay 0
f AX)= f ; Ay = f AXx)— f =0 = 2 =" =
(x+Ax) = f(x) y = f(x+Ax)- f(x) o A

L A
luego: y = f'(x)= lim ~> = [im 0=0

Ax—0 DX Ax—o0

La derivada de la variable independiente (respecto de ella misma): es la unidad.

y=f(x)=x; Ay= f(x+Ax)- f(X)=X+AXx— X = AX

A AX ' . A .
AX  AX Ax—0 AX  Ax—0

La derivada del producto de dos funciones: es igual a la derivada de la primera funcion por la
segunda sin derivar, mas la primera funcién por la derivada de la segunda.

y = u(x).v(x), incremento x en Ax. Tenemos que las funciones u(x) y v(x) se incrementan en
Auy Av respectivamente.
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y+Ay =(U+Au).(V+AV)=U.V+U.AV+V.AU+AU. AV

AY =T +U.AV+V. AU+ AU. AV - YT = U. AV + V. AU + AU . AV

Ay Av AU Au )
—=U—+V.—+—_.Av;
AX AX AX  AX

T cuandoAx — 0; Av — 0 pues: AV = v(x+Ax )-v(x)—0

pasando al limite para AX >0 = y =U.V +U .V

Para hallar la derivada del producto de tres factores, tenemos:

y = u(x).v(x).w(x) = u(x). [v(x). w(x)]

y = (x). (%) w(x ] u(x)-[v(0) . w0 = U (). ). W)+ u(x). [ (6). w(x)-+ v(x). w ()

y =u . v(x).w(x)+u(x).v (x).w(x)+u.v(x).w(x)

La derivada del producto de tres funciones: es igual a la suma cuyos sumandos se forman con
la derivada de una funcion multiplicada por las otras dos funciones (sin derivar).

Luego, generalizando: si: y = u.vK w; siendo: u, v, ..., w funciones de X, resulta:

y =u .vVK w+u.vK w+K +u.vK w'

La derivada de una constante por una funcién: es igual al producto de la constante por la

derivada de la funcion.
c=cte. ; y=c.f(x); aplicando la regla de derivacion de un producto:

y =c . f(x)+c.f (x)=c.f (x)

La derivada de un cociente de dos funciones: es igual a la derivada del numerador por el
denominador sin derivar, menos el numerador por la derivada del denominador, todo dividido
por el cuadrado del denominador.

u(x) .
( ); incrementando X enAx, tenemos:

")
u+Au uUu+Au U A7+V.AU-U. AV  V.AU-U.AV
y+Ay = ; Ay = _7;Ay:/U/V )Vﬂ =—
V+ AV V+AV V v.(V+Av) V2 4V . AV
Au AV
Ay V.— — e
- X X - teniendo en cuenta gue cuando Ax — 0, también Av — 0, por ser v(x)

AX V2 V. AV
una funcién continua ( pues v(x) es derivable).
8
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AU U AV
LAY "Ax  Ax U .v+Uwv
y =Ilim-—=Ilim — = 5
Ax—0 AX  Ax0 VS +V. Av v
Av—0
AX—0

Derivada de la funcion logaritmica:

Sea la funcion: y = log, x; donde ac R* —{1} A Dominio f (x)=R*

y + Ay = log, (X + AX) = Ay = log, (x + Ax)—log,(x) = Ioga(1+AXX)

A 1 AX . . .
A}/=A.Ioga(1+j. Antes de pasar al limite transformamos el cociente incremental
X X X

multiplicando y dividiendo por x:

4y 1 X AX 1 AX %lx
—=—.—.log,| 1+— |==.log,| 1+ —
X X X X

T como el logaritmo de una potencia es igual al producto
del exponente por el logaritmo de la base de la misma

haciendo:AX:t;dedondeAX:i. cuando AX > 0;t—> o A i—)O
X X

Sustituyendo y pasando al limite:

t t
ooy 1 1 1 . 1
lim — = lim —.log (1+—j ==.lim log (1+—j =
Ax—0 AX 1500 X e t t—o0 8 t

T como el limite de una constante por una funcion es igual
al producto de la constante por el limite de la funcién

Utilizando propiedades de los logaritmos de nimeros reales, puede demostrarse que si una
funcion f(x) tiene limite finito y positivo en un punto a = “el limite del logaritmo es el

logaritmo del limite” es decir: |im [Iogb f (X)] =log, { lim f (X)}
Xx—a Xx—a
(b>1)

1
X.lna

Ay 1 . 1\! C1 _ _ 1.
= lim ——=—.l0g,| lim|1+~- = y =—.log, e;como: log,e=-—:y =
Ax—0 AX X t—>o0 t X Ina

“La derivada del log, X para todo valor positivo dex, es igual al reciproco de x, por el
reciproco de Ina”.
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Obsérvese que la derivada de: y =log, x (funcion trascendente), es y = “Ina (funcion
x.Ina

algebraica).

Derivada del logaritmo natural:

- 1 1
y=Inx,luego y = =
x.Ine X

Derivada de una funcién de funcién: (o derivada de una funcién o compuesta o Regla de la
Cadena)

Sabemos que la dependencia de y con respecto a x se puede poner de manifiesto a través de
una variable auxiliar u. Tengamos: y = f(u), siendo u = g(x). y es funcion u; u es funcion

de Xx. Si X recibe un incremento Ax, u recibe un incremento Au ; la razon incremental Ay se
X
. A Ay Au cuandoAx — 0 A A AU
puede escribir asi: Ay _ 4y Ad. = lim &Y lim —y. lim — =

AX AU Ax ' tambiénAu — 0 AXx—0 DX Au—0 AU Ax—0 AX

y (x)=y (u).u (x); 0 tambien :
y (x)= f'(u).g (x)

Derivacién logaritmica:

Sea la funcion y = f(x) , si aplicando logaritmo tenemos que In'y es una funcion de funcion

(pues Inyes funciénde y, e y es funcion de x), entonces: (In y)' = L, pues:
y

Iny=g(y); y=f(x)

(Iny) =g'(y)-f (x); g(y)=
.

< |

(nyj = "0_Y
y y
Esta expresion se llama derivada logaritmica o derivacion logaritmica de la funciony = f(x).

Muchas veces resulta sumamente Gtil aplicar logaritmo antes de derivar y vamos a usar este
método para hallar la derivada de una potencia cualquiera de una funcion.

Derivada de una potencia de x:

Sea:y = f(x)=x"; me N;y+Ay = (x+Ax)™; por comodidad escribimos:

X| = X+ AX=> AX = X — X

10
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m m m Ay le _ Xm le _yMm
nosqueda: y+Ay =%, =Ay=X% —-X =>——= = ; efectuando el
AX AX X1 — X
cociente de los polinomios, nos queda:
A - _ _ . _
I T L + % xM2 4 xm-L
AX

Si AXx — 0, tenemos que X; — X por lo tanto nos queda una suma de m sumandos iguales a

_ .. A ' _ _ _
x™1 es decir: lim Ai: Y = X0t X5 aea 3 = M. X

Ax—0 m sumandos

m m-1

1 oDx™=m.x

De otra forma:

y + Ay = (x+ Ax)", desarrollando el segundo miembro segun el Binomio de Newton, nos
queda:

2 3
YAy = x"+m.x™ ax+m.(m=1).x"2. 2 L m (m=1).(m-2). ™3 A AT

Ay =/<"<+m.xm'l.Ax+m.(m—1)_xm—2_AL

2 3
Ay = m.xm'l.Ax+m.(m—1).xm‘Z.Ale+m.(m—1).(m-2).xm‘3.A3X|+...+Axm

2 Ay?2 3 A3 m
A _ m.xm'l.&+m.(m—l).xm‘z.ALAL+m.(m—1).(m-2).xm_3.ALAL+...+AL
AX AX 21 AX 31 Ax AX

Cuando Ax — 0, el cociente A%/, — 1, pero a partir del segundo sumando vemos que aparece
AX P

el cociente de potencias crecientes de Ax sobre Ax, es decir el cociente de un infinitésimo de
orden superior por otro de menor orden: sy cociente —0 -

AX—0
Por lo tanto, nos queda: DXx™ =y =m.x™?!
Casos particulares:
Exponentes negativos: y = x " ;
y =—m. X—m—l
y B (I —m
Xm+1

11
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Derivada de una potencia cualguiera de una funcién

Sea: f(u)=y=u";siendo: u=g(x) A me R
Aplicando logaritmo neperiano en ambos miembros, tenemos: Iny =m.Inu
yl 1

: : Y u - u - 1
Aplicando derivada logaritmica: =~ =m.—=y =m.—.u" =y =m. u™ ".u
u u

Derivada de la funcion exponencial

u

y =a ; a=constante,u funcion de x
Iny=u.|na:>)§:u'.lna:> y =a'.Ina.u
Casos particulares:
(a) Sea:y =e"; u = g(x) Iny=u.|ne:>);zu'.lnezylze”.u'
(b)Sea:y:aX;Iny:x.Ina:>y':xl.lnazlna:> y =a¥.Ina

y

(c) Sea: y = e*; (funcidn exponencial natural)

Iny=x.Ine = Y ¥ne=1= y =y =y =¢e
y
(d) Caso de base y exponente variable. Derivada de la funcién potencial-exponencial

(o funcién exponencial compuesta).

La funcion donde tanto la base como el exponente son funciones de X, se llama “Funcion
Exponencial Compuesta”.

2

Por ejemplo: y = (sen x)* ;y = x'9%;

y = x*; y = (Inx)*; y en general toda funcién del tipo:
y =u", siendo uy v funciones de x.

[ u ' [ u ' u
Iny=v.Inu = YV inu+v L = y =|v.lnu+v.— |.u¥=u’.v .Inu+v.—.uV
y u u u

Y =449 Jau+ydh.ul’
o) 2)

12
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(1)- Este término es la derivada de u' considerando a v como funciény a u como constante
(funcion exponencial).

(2)- Este término es la derivada de u" considerando a u como funcién y a vcomo constante
(funcion potencial).

Derivada de la raiz enésima de una funcion

y="u; u=f(x)
1 1-n
1 : =1, = .
y:uA,derivocomo potencia: y =i.u” u =1.u n.u :1. L u
n n n nl1
u n

. u'
g _n.Q/uTl

Casos particulares:

1 .
a) Si se trata de una raiz cuadrada: y = ué; _ Y4
? g y 2-u
1 1
(b) Sea la funcién: y = /x = x2: y = L
2./x

Derivadas de funciones inversas

Si f(x) es una funcién biyectiva con derivada finita no nula en el puntoa, entonces f *(x)

tiene derivada finita en f(a), y esta derivada es: o

f (a)

Demostracion: por definicion de funcion inversa: VX : f‘l[f(x)]zx, si derivamos esta

expresion, aplicando la derivada de una funcion de funcion para derivar el primer miembro;
resulta:

f(x)og(x)= flg(x)] = (f(x)og(x)) = f'[g(x)].g (x)

PO F () =1 = FI[F(x)]= s F(x)=0

13
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Derivada de funciones trigonomeétricas (o circulares directas)

Derivada de la funciéon seno:

Sea: y =senx

y+Ay = sen(x+Ax) = Ay = sen(x + Ax)—senx;

recordando que: sen & -sen 8 = 2sen (%) .C0S (#}

el ol (e
y S)eles) ()

AX AX

AX
sen| —
lim ﬂ lim LZJ lim cos(x+ﬁj—cosw
Ax—0 AX Ax—0 ﬁ .Ax—>0 2 ’

1442 443
1

y = C0S X
si:y =senu; u=g(x), aplicando derivada de funcién de funcion:

y =cosu.u

Derivada de la funcién coseno:

Sea: y =cos X

y + Ay = cos(x + Ax) = Ay = cos (X + AX)—cos X ;

recordando que: COS & - €C0S 8 = —2 sen (%) .sen (#)

Ay = -2 sen W . sen(XJFAZXJFXJ =-2sen (Azxj .sen (x + Azxj

14

- F.R. Re.

U.T.N
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AX AX AX
A —2sen (2) .sen (x + Zj —sen (2) Ax
Ay _ = .sen (x + 2) =

AX AX AX

2
)
—sen| —
_\2)

lim 4y _ lim lim sen[x+ﬂJ——senX'
Ax—0 4X  4x=0 Ax Ax—0 2 ,
14 42 424 3

-1

y =—senx

Si:y=cosu; u= f(x), aplicando derivada de funcion de funcién:
y =—sen u.u

Derivada de la funcidon tangente

sen X . .
y=tgx=—; derivamos como cociente, Yy obtenemos:

COS X

y=—"— =sec’ x;
COS* X
seary =tgu ; u= f(x);
L} u 2
y =—5—=secu.u
cos“ u

Derivadas de funciones Circularas Inversas (Funciones ciclométricas)

Derivada de la funcion arco seno

F.R. Re.

U.T.N

Sea:y =arcsenx; donde:Df = [—1;1]; Rg :{7[;7;} cuya funcion inversa es:

2

X=seny (1); aplicando la regla de derivacion de funciones inversas, tenemos:

15
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(;Iyzdlle (2): dado que: sen® y+cos® y =1 = cosy=m;por (1):
x dx  cosy

dy
cosy=-/1- X2 reemplazando en (2): dy = y' = ;; para: —1<x<1
dx J1-x?

y=arcsenu = y' = :siendo u = g(x)

L
\1-u?
Obsérvese que tomamos la raiz con el signo positivo, porque la funcion y =arcsenx se
define en el intervalo[—%s ys%]; 0 sea en el primero y cuarto cuadrantes donde
cosy >0.

Derivada de la funcion arco coseno:

Sea:y = arccos x; donde:Df =[-1;1]; Rg =[0;7]; cuya funcién inversa es: x=cosy
derivando, se tiene:

dl:i: 1 =— L ; puesto que: seny:Jl-cosZy:Jl—xz;
dx dX —seny seny

dy

dy -1 dy_ - -1

;para; —1<x<1

dx 1-x2 O y_x/l—xz

"YU siendou = 9(x)
1-u?

y=arccosu = y =

En la igualdad seny:dl-cos2 y, tomamos la raiz con signo positivo, porque la funcion
y = arccos x esta definida en el intervaloO <y <, es decir en el primero y segundo
cuadrantes, dondeseny >0.

Derivada de las funciones hiperbolicas directas

ef—e* 1 e’ +e”

Derivada de la funcion: y =Shx; y=

X —X X —X
e"+e e —¢€
= :th

Derivada de la funcion: y=Chx; y=

Casos particulares: aplicando derivada de funcién de funcion, tenemos:

y=Shu =y =Chu.u; y y=Chu =y =Shu.u
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Derivadas de funciones hiperbolicas inversas

Para derivar funciones hiperbolicas inversas se procede de forma analoga a la empleada para
funciones circulares inversas.

dy 1 1 1 1
0] y=Arg Shx = x=Shy; > = = = = :
dx dx Chy J1+Sh2y 14 x2
dy
Ch?a-Sh’a =1
dy 1 1 1 1
(M y=AgChx = x=Chy; == = =
dx dx shy ch?y-1 /x2-1
dy
dy 1 1 2 1 1
11 =ArgThx = x=Thy; —=—=——__=Ch“y= =
(i y=~Ag Vi Tk T 1 YTty 1o

@ Ch2y

Derivada de funciones definidas implicitamente

Sea: F(x;y)=0. Si existe una funcién y = f(x) definida en un cierto intervalo [a;b] tal
queF[x; f(x)]=0, ¥ xe[a;b] , diremos que la ecuacién F(x;y)=0 define y como funcion
implicita de x.

En ocasiones resulta factible “despejar” y deF(x;y)=0, transformandose asi la funcion
implicita en explicita, pero esta transformacion resulta a veces penosa y otras imposible.

La teoria de funciones implicitas (existencia y derivabilidad) se vera al estudiar funciones de
dos variables, pero podemos agregar que una ecuacion F(x;y) =0, generalmente implica una o

mas relaciones funcionales.

Entonces “Una funcién cuya existencia esta implicada en una ecuacion F(x;y) =0, se llama
funcion implicita™.

Ejemplos:
(1) sea la ecuacién: x.y+x-2y-1=0, derivando se obtiene: X .y+x.y' +X -2y' {L =0
0
' ' - o o-y-1 y+1
y+X.y +1-2y =0 = (x-2)y +y+1=0=y = -
X-2 2-X

(2) sea la ecuacion: X2, y+3y -4 =0, derivando, se tiene:

X2y +2X.y+3y =0 = (X2+3)_y'+2le:0 Ly - - 2X.y

X2 +3

17
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En general, para hallar la derivada y se puede seguir uno de los procedimientos que se
detallan a continuacion:

(1) “Despejar” y, si es posible, derivar luego con respecto a x. Este procedimiento debemos
evitar a menos que se trate de una ecuacién sencilla.

(i) Derivar la ecuacion dada con respecto de x, teniendo en cuenta que y es funcion de X,
y despejar despuésy . Esta forma de efectuar la derivacion recibe el nombre de
“Derivacion Implicita”.

Derivadas sucesivas: (o derivadas de orden superior)

Supongamos que la funcién y = f(x) es derivable en el intervalo[a;b]. Los valores f (x)

dependen generalmente de x, es decir, como ya hemos visto, la derivada f'(x) también es una

funcion de x.
La derivada de la primera derivada se llama segunda derivada o derivada de segundo orden de

e e dPy oo dE ()
la funcién inicial, y se designa: y ; f (x) e D°y; ! f(x), y
X X

La derivada de la segunda derivada se denomina derivada tercera o derivada de tercer orden, y
: d’y 3 d’ (3)
sedesigna: y ; f (x); —=; D%y; —f(x); vy
() 3 31
En consecuencia, diremos que la derivada n-sima (o de orden n) de una funcidn f(x) es,

entonces, la derivada de la derivada de orden n-1 (supuesta derivada) de f (x). Diremos
también, en este caso, que f(x)es derivable n veces en el intervalo[a;b]. Simbolicamente

podemos escribir: f (M (x)=Df "~(x) =y,

Es obvio que €l calculo de las derivadas superiores de f (x)se efectlia aplicando reiteradamente
las reglas de derivacion que hemos estudiado.

Digamos, asimismo, que para ciertas funciones es factible encontrar una expresion de la
derivada enésima en funcion de n. El procedimiento consiste en calcular un cierto nimero de
derivadas sucesivas, tantas como sea necesarias, para inferir una ley de formacion para,
posteriormente, aplicar el principio de induccion completa.

ax

Ejemplo:  Sea la funcion: f(x)=e
f'(x)=a.e®™; f (x)=a%.e™; f (x)=a°.e ;... £ (U(x) = aD) e,
£ (M(x) = Df ("-D(x) = a". e

Por ultimo, digamos que las funciones mas comunes, y que resultan de particular importancia,
son infinitamente derivables, es decir, que admiten derivadas de orden n cualquiera. Por

ejemplo, la funcion exponencial y = e*, para la cual DIeX = eX: wneZ: la funcién y =e¥
que hemos visto; los polinomios, etc.

18
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Diferencial de una funcién. Definicidén. Parte principal del incremento

Sea la funcion y = f(x) que suponemos derivable en el intervalo (a;b) y, por ende, continua
enella;b].

En un punto x€ (a:b), la derivada de la funcién se define como: f (x)= lim &; donde

Ax—0 AX
Ay
A

y por lo tanto esta razén incremental se diferencia de la derivada f (x) en un infinitésimo. Es

decir, por una propiedad de los infinitésimos:
E = f (x) + e(ax), donde e(ax) — 0, de donde

A

podemos observar que cuandoAx — 0, la razon Xtiende a un nimero determinado f (x),

Ay = f'(x).Ax + e(Ax).Ax . En virtud de la continuidad de f (x), se sabe que Ay es un infinitésimo
paraAx — 0. También sabemos que f'(x).Ax es un infinitésimo equivalente aAy ; o sea que:
64 P&
f'(x).Ax
||m L =
AXx—0 Ay

1

Asimismo, sabemos que e(Ax) .Ax es un infinitésimo de orden superior a Ay, 0 sea que:

e(Ax). Ax .
iirrr%]—& =0, porlotanto Ay= f (x).Ax+ e(Ax).Ax
- Vv

(Ax) €S un infinitésimo paraAx — 0 ; Axes un infinitésimo; f (x)= constante .

&(x)-AX es un infinitésimo de orden superior a e(ax) y AXx; tiende més rapidamente a ceroy
por lo tanto no influye practicamente en los valores del incremento Ay ; cuando Ax es muy
pequefio.

f'(x) . Ax es infinitésimo del mismo orden que Ax .

Por ejemplo: x%; x°; x son infinitésimos parax — 0; x’ — 0 tiende mas rapidamente a cero

que x°. Luego, x’ es infinitésimo de orden superior a x?.
A _ f(X).AX+ & . AX )
lim = lim (f).( T [1+ .
Ax—0 QY Ax—0 X).AX AX—0 49 XXQ

cuando Ax—0
&—0

obien(®)
)
j:l+0: 1 Ay=dy

Ay = fzi(ﬁ()LBAXJ“ﬁxé@éx
(1) (2)

El primer (1) sumando recibe el nombre de “Parte principal del incremento* que es lineal con
relacién aAx . El segundo (2) “Término complementario”.

Sif (x)#0, laparte principal del incremento recibe el nombre de diferencial de la funcién,
y = f(x) y se designa por:dy =d f(x)= f (x).4x.
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Definiciéon de Diferencial

“Diferencial de una funcién y = f(x) derivable se define como el producto de su derivada por
el incremento de la variable independiente”.

Expresion analitica de la diferencial

Diferencial de la variable independiente

Sea la funcion identidad:  y=f(x)=x; aplicando la férmula para calcular la diferencial:
dy = f (x).Ax; pero como: y=x resulta: dy=dx = dy = f (x).Ax. Sabemos que la

derivada: f'(x): 1 = dx=1.Ax = dx = Ax. Con lo que queda probado que el incremento
de la variable independiente es igual a la diferencial de esa variable.

Luego: dy = f (x).dx que es la Expresién Analitica de la Diferencial.

(®) Relacién de la diferencial con el incremento Ay :

SiAx —>0,yes y' # 0,los infinitésimos dy y Ay son equivalentes, es decir:

Ay Ay Ay 1 1 L
if -

lim — = lim — lim —.— =_1-='.

ar—ody  a—0 y'Ax  av—0AX y' )

Significado o interpretacion geométrica de la diferencial

- - P'R - - PR
dy = f (x).dx =tgp=——; dXx=AXx=PR = dy=y .dx=——.PR=PR
y=f(x) y =tge =" y=y .

A

En este caso: dy < Ay; Y1 y=f(x)

/

AB : AB
ga PB y=y PB y > Ay

yﬂ

[

Geométricamente la diferencfaP de wna funcion:§r4xf (%) es el incremento que sufre la recta
tangente a la curva en el punto x cuando se pasadex a X+ AX.
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La longitud AB corresponde al diferencial de f (x) enx, respecto del incremento Ax .

Por otra parte, la longitud BC comprende al incremento: Ay = f (x + Ax)— f(x).

En un entorno dex, cuando menor es el ndmeroAx(Ax —0), mas se aproximan las

longitudes AB yBC . O sea, la resta AB—BC — 0 . Por lo tanto, si reemplazamos BC por
AX—0

AB estamos reemplazando en el gréafico de f(x), entre Xy Axpor la recta tangente a la curva
en el punto: [x;f (x)] (P(x;y)) por lo tanto podemos aproximar el valor de f (x + Ax) conociendo
el valor de f(x) y el diferencial de f respecto de Ax:

f(x+Ax)= f(x)+ f (x).Ax; 6 f(x+ax)= f(x)+d f(x)

El error que se comete al reemplazar f(x + Ax) por f(x)+d f(x), puede hacerse menor que
cualquiera: & > 0, prefijado, si se tomaAx convenientemente pequefio.

Luego: f(x+4x)—f(x)= f (x)ax .. dy=dy

y A

/

Reqglas de diferenciacion

En realidad, los calculos de la diferencial de una funcién se reducen al calculo de la derivada,
ya que al multiplicar la dltima por la diferencial de la variable independiente se obtiene “la
diferencial de la funcion”.

(1) la diferencial de la suma (resta) de dos funciones derivables u y v es igual a la suma

(resta) de las diferenciales de esas funciones: d(u+v)=du+dv
(2) d(u.v)=u.dv+v.du
Si:
y=u(x) v(x)=u.v = dy=y. dx=(u VAU .v). dX=U .Y gx+V.yogx=u.dv+v.du
dv du

La diferencial de una funcién compuesta:
Sea:y = f(u); u=g(x);osea: y= f[g(x)]
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Sabemos que: gy = g|y (;Iu = f,(u).gy(x); luego: dy = f,(u).g,(x).dx; pero: g,dx = du
x du dx

dy = f,(u).du = f [g(x)].dg(x)

Es decir que: “la diferencial de una funcion compuesta tiene la misma forma que tendria en el
caso en que la variable intermedia u fuere la variable independiente”. En otras palabras, la
expresion de la diferencial no depende de que la variable sea independiente o sea, a su vez,
funcion de otra variable. Esta importante propiedad de la diferencial, que se usa con
frecuencia, recibe el nombre de INVARIANCIA DE LA DIFERENCIAL.

Diferenciales de orden superior

Supongamos la funcién y = f(x). La diferencial de esta funcion: dy = f (x)dx, es una funcién

dex. Pero de x depende solamente el primer factor: f'(x), puesto que el segundo: dx es un
incremento de la variable x, que no depende del valor de esta.

En consecuencia, podemos denominar “a la diferencial de la diferencial de una funcién con el
nombre de diferencial segunda o diferencial de segundo orden”, y se designa: d 2 y =d(dy).

De la expresion de la diferencial segunda: d?y = [f'(x).dx]‘ dx, como dx es independiente de
x, al derivar, dx sale fuera del signo de derivacion. Luego:d?y = " (x).(dx)?. En la potencia
del diferencial se suele omitir el paréntesis: (dx)2 = dx?, entendiéndose que se trata del
cuadrado de la expresiondx; (dx)3 — dx® ; Y asi sucesivamente.

Se llama diferencial tercera o diferencial de tercer orden de una funcion, a la diferencial de la
diferencial segunda de esta funcion: d3y =d (d 2y): [f “(x). dx2] dx=f (x).dx3,

En general se Ilama diferencial n-sima o diferencial de n-simo orden a la diferencial primera de
la diferencial de orden (n-1): d"y = d(d(”‘l)y): [f (-1)(x). dx”'l] dx=f™M(x). dx"
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