ALGEBRA DE DERIVADAS

1. Derivada de una constante: la derivada de una constante es nula.

Sea y=f(x)=c; como f(x) es constante, cualquiera sea el valor de x se verifica:

f(x+Ax)= f(x) vA
A 0
LAYy = f(x+Ax)-f(x)=0 = A_i:&: . f09=c
v ) e tim AY e
Por lo tanto: y'= f (X)_AIX'TOAX_AIX'TOO_O -

Ejemplos

a)y=-5 = y'=0 b) y=2 = y'=0

2. Derivada de la variable independiente (respecto de ella misma): la derivada de la variable

independiente, respecto de si misma, es igual a la unidad.
yA
y=f(x)=x

Ay = f(x+Ax)— f(x)=%+AX—X=AX 0=
&M ym ()= tim Y gim 2 gim1-1
AX  AX AX—>0 AX  Mx—>0 AX  Ax—>0 -
X

3. Derivada de una suma algebraica de funciones: es igual a la suma algebraica de las deri-
vadas de las funciones dadas.
Sea y =u(x)+Vv(x)—w(x); siendo: u(x), v(x), w(x) funciones de x (derivables)
Incrementando x en AX:
Y + Ay = U(X + AX)+ V(X + AX)— W(X + AX)
Ay = (X + AX)+ V(X + AX) = W(X + Ax) — u(x) - v(x) +W(x)
Ay =[u(x-+ A%) = u(x)]+ [v(x + ax) = v(x)] = [wlx + Ax) - w(x)]
Teniendo en cuenta que: u(x + Ax)—u(x)= Au, v(x + Ax)—Vv(x) = AV, W(X + AX)—W(X) = Aw
Resulta: Ay = Au+ Av — Aw

Si ahora dividimos por AX y aplicamos limite cuando Ax — 0, se tendré:

tim 2 — tim 24 4 tim 2V jim M:u'(x)+v'(x)—w'(x)
Ax—>0 AX  Ax—>0 AX Ax—>0 AX Ax—>0 AX

Ejemplos

a) y=x+Ih7 = y'=1+0=1 b) y=-x-¢* = y'=-1-0=-1



4. Derivada del producto de dos funciones: es igual a la derivada de la primera funcion por
la segunda sin derivar, mas la primera funcion por la derivada de la segunda.
Sea y =u(x)-v(x); se incrementa x en Ax, por lo tanto las funciones u(x) y v(x) se incremen-
taran en Au y Av, respectivamente.
Y+ Ay =(U+Au)-(V+AV)=U-V+U-AV+V- AU+ AU- AV
Ay=U-V+U-AV+V-AU+AU-AV—-U-V=U-AV+V- AU+ AU-AV

Ay Av Au  Au
—=U-—+V-—+—"-AV
AX AX AX  AX

Como Av =Vv(x+Ax)-Vv(x), entonces si Ax — 0, también sucedera lo mismo con Av, por ser
v(x) una funcion continua (pues v(x) es derivable).

Ay . AV . AU . AU . , :
Luego: lim —=u-lim —+v- lim —+ lim —- lim Av=u-v'+v-u
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—>0 AX  Mx—>0 AX Ax—0

y'=u'v+u-v'

4.1 Derivada del producto de tres factores: es igual a la suma cuyos sumandos se forman

con la derivada de una funcion multiplicada por las otras dos funciones (sin derivar).
y =u(x)-v(x)- w(x) = u(x)- [v(x)- w(x)
y"=u’ (%) [vx)- wlx)]+ u(x)- [v(x)- w(x)] = u* (x)- [v(x)- wix)]+ u(x) - [v* (x)- w(x)+ v(x)- w' (x)]
"=’ (%) v(x)- w(x)+ u(x)- v (x)- w(x) + u(x)- v(x)- w'(x)
Generalizando: siy =u-v---w, siendo u,v,...,w funciones de x, resulta:

y'=u'.\/...W_|_u Ve eW4U-V---W'

5. Derivada de una constante por una funcion: es igual al producto de la constante por la
derivada de la funcion.

Sea y=c- f(x), aplicando la regla de derivacion de un producto, resulta:
y'=c'- f(x)+c- f'(x)=c- f'(x)
Ejemplo

y=2x+§-(x—sen7z) = y'=2-1+E-(x—sen7r)+§-(l—0)}=2+%-(x—3enn)+§

y'=2+%-(x—0)+§:2+§x



6. Derivada de un cociente: es igual a la derivada del numerador por el denominador sin deri-
var, menos el numerador por la derivada del denominador, todo dividido por el cuadrado del

denominador.

u(x)

Sea y = ——~<, incrementando x en AX, tenemos:

v(x)
u+Au u+Au u u-v+v-Au—-u-v—-u-Av  Vv-Au-—-u-Av
V+Av V+AV v V- (v+ Av) V2 +V-Av

AU AV

V.i_u.i
Ay " Ax AX
AX V2 +V-AV

Recordando que cuando Ax — 0, también sucedera lo mismo con Av, resulta:

Au AV
Ay Vax Y Ax  veuuey u-v—u-v'
y'= lim — = lim X X _ Y=
AXx—>0 AX  Ax—0 V2+V'AV V2 V2 —
Ejemplo
—4x+cos *
y= 2 oy —4x . y,:(—4.1).(2x—3)—(—24x).(2.1_0):
2x—3 2x-3 (2x-3)
._ —4(2x=3)+8x _ (-8x+12)+8x
(2x -3y (2x-3Y
y'= 12
(2x— 3}

7. Derivada de la funcion logaritmica

Sea la funcion: y =log, x, donde acR* — {1} y Dominio f(x)=%R* *

f(x) =log, x

y+ay =log,(x+ax) = Ay:'Oga(X+AX)—loga(X)=log{“%j

ﬂzi-loga[ugj
AX  AX X

Multiplicando y dividiendo por x, resulta: y_1.x log a(1+ gj S log a(1+ gjm
AX X AX X X

] X , AX 1
Haciendo: Ezt,setendra 7=;;cuando AX—>0 = t> o A %—>0



. Ay 1 1\
Sustituyendo y pasando al limite: lim 2 _ 2 lim Ioga(1+fj

AX—>0 AX X tow

Utilizando propiedades de los logaritmos de numeros reales, puede demostrarse que si una

funcion f(x) tiene limite finito y positivo en el valor a, entonces “el limite del logaritmo es el

logaritmo del limite”, es decir: lim [iog,  (x)]= Iogb[lima f(x)} (con b>1)

t t
Por lo tanto: y'= lim &1 im log 141 =£~Iog lim (142 =1-Iog e=1. L
Ax—0 AX X tow a t X & toeo t X 2 X Iha
Finalmente: y=log, x = y'= 1
- ¥ =108 x-Ina

Luego, “la derivada del log, x para todo valor positivo de X, es igual al reciproco de x, por el

reciproco de Ina”.

Obseérvese que la derivada de y=log, x, funcion trascendente, es y :m, funcion alge-
braica.

1 1
X-In2 In2-x

Ejemplo: y=log,x = y'=

7.1 Derivada del logaritmo natural

Siy=lhx = y'= t 1
x-Ine x
8. Derivada de una funcion de funcion (o Derivada de una funcion compuesta o Regla de la
cadena)
Consideremos y = f(u), siendo u=g(x)

L A . A Ay Au
La razon incremental 2y puede escribirse: oy _oy Al
AX AX AU AX

Como Au =u(x+Ax)—u(x), entonces si Ax — 0, también sucederé lo mismo con Au, luego:

Ay Ay o Au , , , , .
Jim, = im 2 im 5 = v 0=y @)= 1) 9° ()

Ejemplo: yzln(gx—tg;j = y:In@x—lj = y':{ln@x—lj

3 3
3,1 \2 3,4 -2 32
2 2 2



9. Derivacion logaritmica

Sea Iny=g(y),siendo y=f(x) = (ny)'=g'(y) f '(x):%- y':y7

Téngase en cuenta que In y es una funcion de funcién (puesto que In y es funcién de y, mien-
tras que y es funcién de x).

Esta expresion se llama derivada logaritmica de la funciony = f(x), que podria escribirse del
siguiente modo: y'=(In y)-y

Ejemplo

y=x* = y'=[|n(x2x)]'-x“:(2x-lnx)'-x2X =N y':(Z.l-Inx+2x-)1(j.x2X

y'=(2In x+2)-x* = 2x*(In x +1)



