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APLICACIONES GEOMETRICA DEL CALCULO INTEGRAL

1. Calculo de areas planas

Si f(x) esuna funcién no negativa, continua en el intervalo [a_._b], podemos enunciar la siguien-

tes definicion de area: |4 = ,[bf (x)dx

YA
fx)

Si f(x) es una funcién positiva (como se

observa en la figura), la curva se encuentra
por encima del eje de abscisas y el area es

un numero positivo.

S

a X
En cambio, si f(x) es una funcién negativa v
(segun se observa en la figura), continua en B
el intervalo |a.b|. para que el area resulte 7 ":
también un numero positivo, la definicion l/ L

adecuada es la siguiente:

A= —J.j f(x)dx




En general. s1 se presenta la situacion que se 1lustra en el grafico que sigue, donde f (x) es una

funcién continua en el intervalo [a.5], el 4rea se calcula:

A=4 + 4, + A4,

A= I:f(x)dx — f Fla)dbx + jjf{_x)dx

Ejemplo

Veamos de qué manera se podria calcular el area com-
prendida entre la recta y = x, el eje de abscisas y las
ordenadas correspondientes x =-2 y x = 2.

Comenzamos por representar graficamente el area cuyo

valor nos piden hallar.

Se observa que el area a calcular corresponde a dos
triangulos rectangulos uno de los cuales se encuentra
por debajo y el otro por encima del eje x (ambos de
base y altura igual a 2, por lo que el area total seria
2:(b-h/2) =2-(2-:2/2) =4 u.a.).




Calculo del area solicitada

Por lo tanto, de acuerdo con la figura y lo estudiado precedentemente, el calculo del area solici-

tada podria plantearse del siguiente modo:
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0 2 x-
A=A +A, = A:—I_?xrﬂx+'[ﬂx(fx:—— > 5

Es decir, el valor requerido resultd igual a 4 u.a. (unidades de area).
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Ahora bien, teniendo en cuenta que, en esta ocasion, los triangulo rectangulos que conforman el
area cuyo valor se solicita, son también simétricos respecto del origen del sistema de ejes (las areas
respectivas son iguales), el calculo podria haberse realizado sencillamente de la siguiente manera:

2
2

il 22(;1—0J=2><2=4u_a_
0

A=2p, = 4=2[ xdr=2




2. Area entre dos curvas
Si se desea hallar el area del recinto comprendido entre los graficos de dos funciones continuas,

se debe efectuar la resta entre las areas correspondientes.
Previamente es necesario igualar las funciones y resolver la ecuacion que se plantea, a efectos de

hallar los valores @ y b, correspondientes a la interseccion entre las curvas.
YA
f(x):g(x) = x,=aAx,=h

A= ff(x)d*r — Jjg(x)dx
A=l elolos

Ejemplo

Se trata de calcular el area encerrada entre las siguientes curvas y,

Se aprecia que los graficos de ambas funciones
tienen una parte por encima del eje x, y otra
por debajo. Sin embargo, esa situacion no es
relevante en este ocasion, de manera que para
resolver el area, solo tenemos que hallar la
mterseccion entre la recta y la parabola, para

mtegrar luego entre dichos puntos la diferencia

entre ambas funciones.



Ejemplo

Se comienza por igualar las funciones y luego
resolver la ecuacion que resulta planteada.

En efecto: y, =y, = 2x—l=x"-4 = 3 -2x-3=0> x=-lnAnx,=3

3

Se calcula la integral: 4 = rl (y,— y, )dx = rl (— X7+ 2x+ 3)(!:( = ‘ xT +x7 +3x
- - )
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Luego, el valor del area solicitado resulto igual a ?u.a.




3. Longitud de arco de curva

S1 se observa el grafico de una funcion conti- A
nua f (x). se puede hablar intuitivamente de

la longitud del arco de curva comprendido
entre los puntos P, y P,
En efecto, considérese una subdivision del

intervalo [a_._b] y formese la poligonal corres-

pondiente a la misma, uniendo mediante seg- - : - >
0 a=xp X Xy ... Xy b=x, hY

mentos los puntos Py, Py, P, ..., Py_1, Py

Si se suman las longitudes de dichos segmentos se obtiene la longitud de la poligonal mscripta
en el arco de curva considerado.

Se define como longitud del arco de curva al supremo|S|del conjunto formado por las longitudes
de las poligonales inscriptas en el mismo.

Luego, s1 f (x) tiene derivada continua en [a_._b], entonces el grafico de f (1) entre los puntos

la.f(a)] v [b. f(B)] tiene longitud: |S = E S+




Demostracion

Se considera una subdivision cualquiera P = [.rﬂ N S S xn] del intervalo [a_._ b].

La longitud de uno de los segmentos que forman la poligo- YA

nal inscripta se puede hallar utilizando la formula del teo-

i,

Vi 1
rema de Pitagoras. S1 se llama ds a dicha longitud. resulta:
2 2 ‘ |
ds = \/(xh —x) A —va) = Vi1
_ ; :'-Jh - :l-:‘i'j_l ) )
B l—i_[—. (Afr_xh—l) (1)
Xn —Xpa 0

Y
o
L
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Aplicando ahora el teorema del valor medio

del calculo diferencial, se tiene: ———> 3¢ € (%505, )/ f(e;) =

Reemplazando, resulta: ds = \/1 A (x, —x,y)

Vi = Via

Xp — Xpa

La longitud de la poligonal inseripta, correspondiente i \/l [f'
. . - r +
a la subdivision P esta dada por la suma: ———)

h=1

(:f)]z (xh ~ X )

Se sabe que f'(x) es continua y también lo es w"ll +A ).
por lo tanto es integrable. Luego, se define la longitud del arco

5= [l F dx

de curva buscada como la integral correspondiente, es decir: ——>

Y



Ejemplo YA
Se trata de hallar la longitud del arco de parabola ,

— %\/F .en el intervalo [0.3].
2

El grafico del tramo de la curva, cuya longitud se

solicita puede verse en la figura de la derecha.

Comenzamos por calcular: f'(x)= Jx

Aplicando la formula, resulta: S = I N'll +|f dr J. 1;1 + (»w )2 dx = I 14+ x dx

Resolvemos, por sustitucion, la integral planteada: # =1+x = du =dx

3 3
S :E«Jl+x d"&':"‘:‘\j;dﬁ —E " 0 = E«/(l+x)3 D =

%(\/a — 1) — % u.l. (unidades de longitud)




4. Area de superficie de revolucion

Siun arco de curva gira alrededor del eje x, genera una superficie de revolucion.

Al considerar una subdivision cualquiera P del intervalo [a?b], se obtiene, como sabemos, una

poligonal inscripta en el arco de curva correspondiente al grafico de f (1)

Cada uno de los segmentos que constituyen la poli- v

JS&)

gonal engendra, al girar alrededor del eje x, la super-

ficie lateral de un tronco de cono, cuya area esta dada

por: 2xr,ds, donde r; es el radio de la circunferen-

cia media y ds es la generatriz del troco de cono.

De manera que, para la poligonal inscripta, el area de

la superficie de revolucion es la suma de las areas

o=
-

n
anteriormente mencionadas: 27 Z r, ds
=1

Luego. si f(x) tiene derivada continua en [a,5]. se define el area de la superficie de revolucién

mediante la siguiente integral: |4, = 2;’1"[:7 f (x)ds = 2:!1"[:' f (x_]ﬂh."lll + [f‘(sv:]]2 dx: f (.1) >0
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Area de superficie de revolucion

Ejemplo
En este caso nos proponemos hallar el area de una su-
perficie esférica de radio 1gual a 3. El grafico que ilus-

tra la situacion planteada se encuentra a la derecha.

[La ecuacion de una circunferencia de radio 3 es:

x’ +y2 =9 = y= +4/9 — x°

Sin embargo, a efectos de que la expresion anterior pueda
representar una funcion consideraremos unicamente el sig-
no positivo de la raiz cuadrada, lo que da lugar a la media
circunferencia (grafico de la derecha) que se encuentra por

encima del eje x. la cual al rotar alrededor del mismo des-

cribe la superficie estérica que antes pudo ser apreciada. 5 2 a1 o TR RN S R
A su vez, la media circunferencia, por ser simétrica respec- i . -'
to del eje y, podemos integrar solamente en la mitad del

intervalo total, es decir [0, 3], v luego multiplicar el resul-

tado por dos, para obtener el area requerida.
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Area de superficie de revolucién
Ejemplo

Entonces, la formula del area de la superficie de revolucion que se debe plantear, es:

iizz-(zxj'jf(x 1+[f(x )]er] (2ﬁ‘[\/ﬁ\/l+(

a’r} - (mj m)

4 = 2[2;rjﬂ 1+ ] (mjﬁ

3 3
A :12;rj0 dx =127fx| =367 0.

Por cierto, al resultado anterior se podria haber llegado teniendo presente que la superficie de
una esfera de radio 3. resulta: 477 = 473° =367 u.a.
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5. Volumen de solido de revolucion

Utilizando el mismo criterio anterior, podemos definir mediante una integral el volumen del
cuerpo engendrado por un recinto de ordenadas al girar alrededor del eje x.
Si se aproxima el recinto mediante rectangulos, al hacer girar dichas figuras alrededor del eje x

se obtienen cilindros de revolucion.

Elegimos rectangulos inscriptos y se considera, en par- A
y )

ticular, aquel que tiene como longitud de la base el

valor (x;, —x, ,) vy como longitud de la altura el mini-

mo de f(x) en el subintervalo [rh_l,xh].

El volumen del cilindro engendrado por este rectangu-

lo esta dado por la formula: 7 (m, ) (x, —x,_, ).

El volumen correspondiente al poligono mnscripto con-

n
- r 2
siderado esta dado por la suma: ﬂ"Z (m, ) (x, — xh_l)
=1

[R]

. - . . b
Luego, el volumen del solido de revolucion se calcula mediante la integral: [V, = .?TJ. f (.1) dx

r
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Volumen de sélido de revolucion
Ejemplo

Supongamos que se desea hallar el volumen de un cilin- ¥
dro recto de altura # =4 y radio » = 2.

Consideremos que la funcion es una recta paralela al eje
x por y =2,y que gira alrededor de este eje en el interva-

lo [0, 4], tal como se 1lustra en la figura. v
Luego, la funcion a integrar sera: f(x) = 2
Aplicando la formula, resulta:

=4

V.= ;r.[:z}‘ dx = ?3"4.:’6‘; =l16ru.v. (unidades de volumen) _ [

Logicamente, el resultado anterior también podria haberse obtenido utilizando la formula del volumen
de un cilindro, es decir: zr*h=7-2?-4=167 u.v.

iMuchas gracias!
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