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Integrales Indefinidas

1.- INTRODUCCION Y DEFINICION

En matematica estamos acostumbrados a hablar de operaciones inversas, la suma tiene su inversa
que es la resta; el producto, la division; etc. También podemos pensar que la operacién derivada
tiene una inversa y esta sera la integracion o antiderivada (como la llaman algunos autores).
En este capitulo nos referiremos a ella, para lo cual debemos tener en cuenta que en el calculo
diferencial se expreso la derivada de una funcién de la siguiente manera:
. df(x
si. y=f(x)resulta y'=f(x) = #
X

y, por lo tanto: d f(x) = f '(x) dx que constituye la expresion de la diferencial de una funcion f(x).

En el célculo integral, trataremos de hallar una funcién cuya derivada conocemos, es decir,
calcularemos F(x) sabiendo como dato, que F'(x) = f(x). Si ademas tenemos en cuenta que:

dF (X)=F (x) dx=1f(x) dx,

podemos decir que el problema de la integracion es hallar una funcién cuya diferencial (y por ende
su derivada) conocemos.

La funcion F (x) que se logra como resultado de este proceso se llama integral de la diferencial
dada y recibe el nombre de primitiva o antiderivada de la funcion f (x).
Por lo expuesto, podemos definir como funcion Primitiva o Antiderivada de una funcién f(x):

F(x) es una Primitiva o Antiderivada de f (x) < F'(x) = (x)

Es necesario tener en cuenta que pueden existir muchas funciones que tienen la misma
derivada (infinitas) y que, por el Teorema Fundamental del Célculo Integral, todas difieren en una
constante, por lo tanto, si F (x) es una primitiva de f (x) también lo sera F (x) + C, VC eR, ya
que se verificard: D[ F (x) + C] = F'(x) =f(x), lo cual satisface la definicion de primitiva.
Asimismo, teniendo en cuenta lo dicho al comienzo, podemos definir la integral de dos maneras
(que en realidad es solamente una):

"LA OPERACION INTEGRAL ES BUSCAR UNA FUNCION CUYA DIFERENCIAL
(Y POR ENDE SU DERIVADA) SE CONOCE"

Simbélicamente: [fdx=F+C <D[F®+C]=F' ()= f ()

El valor "C", que es una constante que pertenece al conjunto de los nimeros reales, recibe el
nombre de "Constante de Integracion” y debemos escribirla en todos los casos de integrales
indefinidas para tener en cuenta las infinitas primitivas que tiene una funcion y que difieren entre
si en dicha constante.

2.- INTEGRALES INMEDIATAS

Si bien es posible afirmar que toda funcion continua tiene una integral indefinida o primitiva,
puede resultar que esta sea imposible de obtener en términos de funciones elementales conocidas.
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Ademas, es necesario tener en cuenta que en célculo integral no se puede formular una regla
general de integracion, como la que fue formulada para el calculo diferencial (que nos permitié
obtener las formulas de derivacion), sino que cada caso necesita un analisis especial que permita
resolverlo.
Asimismo, y teniendo en cuenta esto, se puede afirmar que la integracion es un procedimiento en
el cual deben efectuarse sucesivos ensayos para resolverla, y para facilitar este trabajo se
formularon tablas de integrales conocidas o de facil calculo, las que constituyen las llamadas
"Tablas de Integrales Inmediatas”, que convienen recordar para poder aplicarlas en los distintos
problemas.
También es necesario aclarar que muchas de las integrales se resuelven solamente aplicando
artificios matematicos que son especificos para cada una de ellas. En el presente capitulo solo
trataremos de explicar los métodos mas generales para resolverlas.
Para el calculo de algunas integrales inmediatas o faciles de resolver tendremos en cuenta que se
puede verificar el resultado obtenido aplicando la definicién de integral, es decir, comparando la
diferencial del resultado con la diferencial a integrar, las que deben resultar iguales.

Considerando lo expuesto, vamos a calcular algunas integrales inmediatas o faciles de resolver:

Xn+1 dx
a) J'x”dx: +C,sin=-1 b) | —=Inx+C ,si n=-1
n+1 X
3R
c) jex dx=e*+C d) J.\/; dx:J.x”2 dx=—~__+C = g\/Fzgx X+C
3/2 3 3
1 N X-n+l
e) Ix—ndx:Ix dX:-n+1+C f) fsenx dx=-cosx+C 9) J.cosx dx = senx+C
h) jsec2 X dx=tg x+ C i) _[ sec x.tg x dx = sec x+C ]) I dX2 =arctgx +C
1+x
k).[ X _arcsenx+C - X _arccosx+C ...
1-x? 1-x2

Nota: La presente tabla no agota la totalidad de integrales que pueden ser consideradas como
inmediatas, sino se trat6 de ejemplificar las mas usuales.

3.- PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

3.1. Derivada de la integral

Por definicién de integral, podemos decir:
j fX)dx= FX)+C<D[FX+C]=F'(x)= f(x)

Si derivamos ambos miembros de la primera parte de la expresion de la definicion de
integral vemos que se mantiene la igualdad, dado que si las funciones son iguales, también lo son
sus derivadas. Entonces:

D j f(x) dx= D[ F(X)+C ] por lo tanto, resulta que: D j f(x) dx=F' (X)
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pero, por la definicion de integral indefinida, resulta que: F'x)="f (X

y, por caracter transitivo podemos afirmar: Dj f (x)dx=f (x), es decir:
"La derivada de una integral de una funcién da como resultado la misma funcién"

4
Ejemplo: x3 dx = X—+C
jemp | .

resultado al que llegamos aplicando la formula de integracién respectiva. Si derivamos a ambos
miembros, resulta:

4 3
X 4x . . .
D I x3 dx=D {TH:}:T: 3 con lo que se verifica numéricamente, la propiedad.

3.2 Integral de una diferencial

Teniendo en cuenta la definicion de integral, podemos afirmar:

j f (X)dx=F (X)+C < F'(X)=f (X)
si diferenciamos la segunda parte de esta expresion, resulta:  d [f(X)] =d [F'(X) ]
resolviendo las diferenciales tenemos: f'(x) dx =F" (x) dx, dado que ladiferencial de una

funcién es igual a la derivada de la misma, multiplicada por la diferencial de la variable
independiente. Calculemos ahora la siguiente integral:

J'd [f (x)]:j f'(x) dx:jF"(x)dx
pero resulta que: j F'X)dx=F'X)+C< D[ F'X)+C]=F"(X)

y como por la definicion de integral resulta que: f(x) = F'(x)

por caracter transitivo podemos afirmar: I df ]=f)+C

es decir:
"La integral de la diferencial de una funcion resulta igual a la misma funcion maés la
constante de integracion™
Ejemplo: Sea: f(x) =senx resultara d[f(x)]=cosx dx
Por lo tanto: J'd[f (x)]:J'cosx dx =senx+C =f (x)+C

3.3. Integral de una suma de funciones
Por la definicion de integral indefinida resulta que:

[f®) dx=F©+CeD[F®+CI=F ®=f (¥

Si consideramos ahora la suma de dos funciones: FX)=G(x)+H(X)
su derivada sera: F'(xX) =G'(x) + H' (X)
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Teniendo en cuenta que la derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las derivadas
de cada una de ellas, y ademas: F'(x) = f (x) entonces, f (X) = G'(x) + H'(x) (1)
si llamamos:
G' (x) entonces G (x) es primitiva de g (x)
H' (x) entonces H (x) es primitiva de h (x) 2

g =
y h(x) =

reemplazando en (1) resulta: f (x) = g (x) + h (x); por lo tanto, si calculamos la integral indefinida
resultaréa:

[ £69dx=[[g()+h()] dx=F () +C=[G (x)+H ()] +C
es decir: [[060+h ()] dx=Gx)+H x)+C (3)
Teniendo en cuenta lo expresado en (2) resulta que:

fomdx =6 +c

J'h(x) dx = HK +C,
jg(x) dx + jh(x) dx = G(X)+H (X)+C, +C,

resultado que obtenemos sumando miembro a miembro las dos igualdades, que por supuesto da
otra igualdad. Ademas, si consideramos que la suma de dos constantes da siempre otra constante,
podemos hacer: C=C+C,

donde resulta: J'g x) dx+jh (x) dx=G(X)+H (x)+C )

Si comparamos ahora las expresiones (3) y (4) resulta que los segundos miembros de ambas son
iguales, por lo tanto, también tienen que ser iguales los primeros miembros, es decir:

Jlo®+h(] dx=[g() dx+ [h(x) dx

por lo tanto:

"La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de dichas
funciones"

x* X3

Ejemplo: x3 +x2)dx=[x3 dx+ [x2 dx="—+"—+C
jemp I ydx=| | T+

3.4 Integral de una constante por la funcion

Por definicion de integral indefinida resulta:
j f(x) dx=F (X)+C < F'(X)= f (x)

Sea: F (X) = k G (x) donde k es una constante cualquiera que pertenece al conjunto de los niUmeros
reales. Si derivamos ambos miembros resultara: FF(x) = KG ()
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Dado que la derivada de una funcion multiplicada por una constante es igual a la constante por la
derivada de la funcion.
Si ademas consideramos: G'(x) = g (x), entonces G (X) es una primitiva de g (x).
Sl tenemos en cuenta las igualdades vistas anteriormente, podemos decir que:
F(x)=kG'(x)=kg (x)=f(x)

Si calculamos ahora la integral siguiente, resultara:

jf(x) dx:jkg(x) dx=F (X)+C=kG(X)+C 1)

y ademas: Ig (x) dx =G (x)+C, por ser G (x) una primitiva de g (x)
multiplicando ambos miembros de esta igualdad por k, la misma se mantendra, es decir:

k[g() dx=K[GX)+C11=kGX)+KC;

reemplazando k C; = C por ser ambas constantes de integracion, la expresion anterior quedaré:

kjg(x) dx=k G(X)=C @)

Si comparamos las expresiones (1) y (2), los ultimos miembros de ambas son iguales, por lo tanto,
por caracter transitivo también lo serdn los primeros miembros, y entonces:

[kg() dx = k[ g dx

es decir:
""La integral de una constante por una funcion es igual a la constante por la integral de la
funcion™
Ejemplo: j3sen xdx:BIsen xdx=-3cosx+C

4.- METODOS DE INTEGRACION

Como ya hemos mencionado, no siempre la integral de una funcién nos da una funcién
elemental conocida y ademas, no siempre la funcién a integrar responde a algunas de las integrales
Ilamadas inmediatas. En este Ultimo caso, es necesario aplicar algunos de los métodos que veremos
a continuacion. Los mismos representan técnicas adicionales, aplicables en algunos de los casos,
para tratar de llevar la expresion a integrar a una forma inmediata o de mas facil resolucion.

En general, los métodos se basan en propiedades de las funciones de las integrales que ya hemos
considerado anteriormente.

4.1 Integracion por Descomposicion - Linealidad de la Integracion

Este método se basa en las propiedades de las integrales vistas anteriormente en los puntos 3.3 y
3.4:

JIE+g @0l dx = [ fEdx+ [ g dx
[k f 09 dx=k [ (9 dx
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Su aplicacion principal, aunque se usa en otros casos también, es en las funciones de tipo
polindmicas. Consideremos, por ejemplo, el siguiente polinomio:

4+ .+a, x"

P(X)=ay+a; x+a, x> +ag X
calculamos su integral: j P(x) dx:J(aO +ay X+a, X2 +agx® +...+a, x")dx
al aplicar las propiedades vistas anteriormente, resulta:

P(x)dx=a, | dx+a, [ xdx+a, | x° dx+..+a, | x" dx=
J Jox+ay Jx? J

con lo cual se logra una serie de integrales de facil resolucion. Es decir:
2 3 n+1

[P dx=2, x+alx7+a2%+...+an +C

n+1
lo que nos permitid resolver el problema.

Veremos a continuacion un ejemplo de aplicacion del método que nos permitira entender mejor el
3 3
X% +3+/X - X X
= a6 I(—+£-§] e
X X X X

I(xz +3x12 x1 9] dx=
X

aplicando descomposicion, resulta:

problema. Calcularemos:

3
I :Ixz dx+3'[x'1/2 dx-6j'%zx—+6\/;-6 Inx+C
X 3
con lo cual hemos logrado resolver la integral.

4.2 Integracion por Sustitucion

Este método es también conocido como "Integracion por la Regla de la Cadena", por similitud a
la regla de la cadena utilizada en derivadas de funciones compuestas.

Este método se aplica, en general, cuando tenemos que integrar una funcién de funcién (o funcién
compuesta).

Consideremos dos funciones derivables: y=F(Uu) A u=gX = y=F[g(X)]
derivando, para lo cual hay que aplicar la regla de la cadena, resulta que: y'=F'(u) . g'(x)
si ademas: F (u) es primitiva de f (u) entonces F'(u) = f (u), de donde:

y- Fu).gx)=FfU).gx)=Ff[g].9 (X

Ahora bien, si tenemos una integral del tipo: '[f [g ()] .9’ (X) dx

y teniendo en cuenta que: u=g(x) =du=g'(x)dx

reemplazando en la integral:

[fl00019'0) dx=] () du=F u)+C=F [g()]+C
que nos ha permitido resolverla.
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A continuacion presentamos una serie de ejemplos que nos permitira apreciar la mayoria de los
casos que se resuelven aplicando el método de integracion por sustitucion:

a) I cosax dx=

. du
sillamamosu=ax = du=a dx = — =dx

a
entonces: jcosaxdx:j cosu@:1 cosu duzisenu+C: 1sen ax+C
a a a a
b) _[«/3x+2 dx=
si llamamos u = 3x + 2 = du = 3 dx :d?u =dx
entonces: j\/3x+ dx= I\/_ du lj 2 qu=
%T +c=§ u¥2+c= %w/(3x+2) +C
2
¢) [(@x-b)® dx=
sillamamosu=ax-b = du=adx = dx= du
a
4 Ry
realizando la sustitucion: j(ax-b)3 dx:_|.u3%:£.|.u3 du= u—+C=M+C
a a 4a 4a
q _[ 2;( dx _=
(8x“ +5)
si llamamos: u= 3x? +5 = du=6xdx =x dx= % sustituyendo:
du
2x dx 26 1 1u* 1 1
I 2 5:I 5 :—Ju'5du:— S FC=- 7 tC=— atC
(3x“ +5) u 3 3 -4 12u 12(3 x° +5)
e) I e X dx
dx
si llamamos: u=-5x =du=-5dx = dx =- ?
- - sz 5X _ 1 u _ 1 u _ 1 _5X
realizando la sustitucion: I dx= J' ————— Ie du=--e" +C=-—-e""+C
5 5 5 5
3
x“-2)

sillamamos:u= x%2 -2 = du=2xdx = d?u=x dx
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3 2 (u 2)*
donde:  x2? =u+ 2, por lo tanto: .[32)( d);: IXZXd);:S'[ - 2 —
(x“-2) x“-2) u
=— I— du=y podemos aplicar el método de descomposicion visto anteriormente:
-1
_3 j@ujﬂ :§j +3[u?d __—|nu+3—+c_§|n(x2-2) 3 ¢
217 u? 2] 2 -1 2 x2-2
x> dx
) —_
J o
si llamamos u = x2 -1 = du=2x dx = d7u =X dx
ademés: x> =u+1=x*=U+1)?=u+2u+1
2 du
5 uc+2u+l)— 2
sustituyendo: | Xz dx3: - 2 -1 Iu—gdu+2jd—g+ d—g =
(x“-1) u 27u u u

:%ICL—U+ u2 du+%'[u'3 du=

1 2
:1 |nu+u_+lu_+C:
- 2 -2
:E |nu_1-i+c_
2 u 4u?
T G E I —
2 (x“-1) 4(x°-1)

4.3 Integracién por partes

Es una técnica que se utiliza para transformar una integral a formas méas sencillas que la dada
originalmente y asi poder resolverla. Su justificacion se basa en el calculo de la diferencial de un
producto de dos funciones, es decir:
d(u.v) dondeu=u(x) nv=v(x) esiguala:
duv)=D(@u.v)dx=(uv+Vvu) dx=vudx+ uv dx

y si tenemos en cuenta que:

u=u(x) = du=u'dx

v=Vv(x) = dv=v'dx
Reemplazando: du.v)=vdu+udv

De donde: udv=d(u.v)-v du
Si integramos ambos miembros y aplicamos propiedades de la integral indefinida, tendremos:

ju dv=jd (u .v)-jvdu:u .v-J'vdu
Luego, la formula a utilizar:
Iu dv=u .v-jvdu
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En general puede decirse que: "La integral del producto de una funcion por la diferencial de otra,
es igual al producto de ambas funciones menos la integral de la segunda por la diferencial de la
primera funcién™.

Aparentemente deben existir don funciones para poder aplicar el método, pero resulta que también
es aplicable, como veremos en los ejemplos, a los casos de funciones trascendentes cuyas

derivadas son algebraicas, como por ejemplo, la funcién y =In x cuya derivadaes y'=—,yen
X

ese caso: I In x dx se puede resolver por el método de integracion por partes, aunque parece una
sola funcidn, pero realmente son dos, es decir:

u=Inx A v=x = dv =dx

Asimismo, siempre debe descomponerse la diferencial dada en dos funciones (uy dv) y la mayor
dificultad del método estriba en que no pueden darse instrucciones precisas para la eleccién de las
mismas, sino solamente algunas indicaciones como las siguientes:

- El dx esta siempre presente en dv

- Debe resultar posible integrar dv (aunque no siempre sea una integral inmediata)

- Cuando se deba integrar el producto de dos funciones, generalmente es mejor elegir la
forma mas complicada (aparentemente) como parte del dv.

Veamos el siguiente ejemplo. Primero lo resolveremos eligiendo correctamente los factores y
luego haremos la eleccion incorrecta de los mismos para que se vea como aparece una segunda
integral mas dificil de resolver, que la primera.

Consideremos: J‘xeX dx
si elegimos: u=x = du = dx
dv = e* dx:>v:j dv:I eX dx=eg”*

de donde: Ixex dx:xeX—JeX dx=xe*-e*X+C

Notese que la constante de integracion "C" recién fue colocada al finalizar con las integraciones y
no en el calculo de las integrales intermedias, es decir, al calcular la jdv; esto se hace, ya que,

como veremos a continuacion, el uso de la constante intermedia dan el mismo resultado que si la
colocamos al final. Como ejemplo calcularemos la misma integral anterior, utilizando todas las

constantes de integracion, es decir: Ix e* dx=
si elegimos: u =x = du=dx
dv = e* dx:vzjdv:jex dx=e"+C;

donde resulta:
IxeX dx=x(eX+C1)-I(eX+C1)dx:
=xex+xC1-IeX dx-Cl_[dx:
=xe*+XxC;-e*+C,-xC;+Cy=

=xe*-e*+C,+Cy=xe, -e,+C
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Teniendo en cuenta que la suma de dos constantes es otra constante: C, +C3=C

Con lo que se puede comprobar que el resultado obtenido es el mismo que el logrado colocando
la constante al finalizar todas las integraciones.

Veremos a continuacion la manera incorrecta de resolverla: Iex X dx=

si elegimos: u=e* = du=e* dx
2
dv=x dx =v= jdv:_fxdxzx—
2

eX x?
2

2 2
donde resulta: Iex x dx=¢e”* X—jx— eX dx= lsz e* dx
2 2 2

Podemos observar que la integral que nos queda es mas complicada que la original y este hecho
nos indica que la eleccidn es incorrecta.

Ejemplos:

a.- Ilnx dx=

sbtu=Inx = du:dTu
dv=dx =v= jdv:'[dx:x

entonces:
dx
Ilnx dx:xlnx-J'x—:xInx-J. dx=
X

=xInx-x+C=x(-Inx)+C
b.- Iarctgx dx=
dx
1+Xx
dv=dx = v= J.dv:J.dx:x

sibu=arctgx dx= = du= 5

entonces: Iarctg X dx=xarctg x-I X d); =
1+x
y esta Ultima integral la resolvemos por sustitucion:
w=1+x2 =dw=2x dx=x dx:d7W
de donde:
dw
[ dx _J_Z_l aw_1,  wic=
1+ %2 w 27w
1 2
= In (1+x
5 ( )
reemplazando resulta: Iarctg X dx=xarctg x - % In(1+ X2 )+C

10
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C.- jcosz X dx:jcosx cos x dx=

Si:u=cos X =du=-senx dx
dv=cosx dx =v= J'dv:.[cosx dx=sen x

entonces: jcosz x dx=cos X .sen x+_[sen2 x dx =

como: sen2 X :1-C052 X

_[cosz X dx=cos x sen x+j(1 - coszx) dx=
reemplazamos y resulta: )
=C0S X sen x+jdx-cos X dx

resolviendo: 2 J'cos2 X=C0SX sen X+ X

luego: jcoszx dx=%(x+cosx.sen xX)+C

d.- _[xz sen x dx

si:u= x? =du=2xdx
dv=senx dx =v= Idv:Isenxdx:-cosx
entonces:
I:jx2 sen x dx=- x° cosx+.|.2xcosx dx=

=-x° cosx-z_[xcosx dx=

Debemos calcular la ultima integral que, si bien no es inmediata, también puede resolverse por
partes, siendo mas simple que la integral inicial, es decir:

Ixcosx dx=

Si: u=x =du=dx

dv=cos X dx = v= jdv:Icos X X dx=sen x
entonces: jx cos X dx= x sen X+ Cos X
y reemplazando en la integral | tendremos que:

I :Ixz sen X dx=- x? cos X+ 2 (X sen x+cos X)+C

5.- INTEGRACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS RACIONALES FRACCIONARIAS

Analizaremos la integracion de funciones del tipo: y= —ZEX;
X
Tanto P(x) como Q(x) son polinomios de "x": Por ejemplo:

3

PX)=a, +a' x+a, x? +az x> +..+a,x"

Q(X)=by +by x+h, x? +by x* + ...+ b, x™
11
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Donde el grado del polinomio P(x) es "n" y el de Q(x), "m". Entonces la funcion:

_P(X)_ay+ajx+ta,x’+agxS+..+a, x"
Q(X) by +bx+byx?+byx®+...+b x"

recibe el nombre de "fraccion racional fraccionaria”
Comparando los grados de ambos polinomios puede resultar que: n >m. En ese caso la funcién
recibe el nombre de fraccionaria impropia. Si n < m, la funcién es fraccionaria propia.

Los métodos que analizaremos a continuacion estan referidos a funciones fraccionarias propias,
pero en el caso de no serlo, se podran convertir mediante una facil operacién algebraica. Para ello
y, como el grado del polinomio del numerador es mayor que el grado del denominador, podemos
efectuar la division, con lo cual obtendremos un resultado que llamaremos C(x) y un Resto R (X);
donde ambos son polinomios de "x", es decir:

P()| Q(x)
RK) C(x)

El grado de R(x) debe ser menor que el de Q(x), caso contrario, la division estad incompleta y
debemos continuar hasta que esto ocurra.

Por la definicion de cociente resulta: P(x) = Q(X) . C(x) + R(x)
Si dividimos ambos miembros por Q(x) nos queda:

Q(X) QX Q¥ QX QX
P(x)

Hemos convertido la funcién fraccionaria impropia —— en la suma de un polinomio C(x) y una
X

P69 _ Q)-CH+RO) _ QW) -CO) , R _ . R

- . . . . R(x
funcién fraccionaria propia, donde el grado del numerador es menor que el del denominador, Rk

QX)

Por lo tanto, si tenemos: I? dx, donde el grado de P(x) es mayor que el de Q(x), podemos
X

convertirla en:

P . _ R(x)
I® dx= IC(X) dx+_|'@ dx

y la J'C(x)dx es de facil resolucion como hemos visto en el método de integracion por
L . . P . .
descomposicion, quedando por resolver la integral: j— dx que es la de una funcién racional
Q(X)
propia.
Los casos que analizaremos, son todos referidos a funciones racionales propias y difieren entre si

en el tipo de raices que tiene el polinomio del denominador, es decir Q(x), y los podemos clasificar
en:

12



Analisis Matematicol - F.I. - U.N.N.E.
a) Raices del denominador reales simples o ceros reales simples.
b) Raices del denominador reales multiples o combinacién de raices reales multiples y simples.
c) Raices del denominador imaginarias (complejos conjugados).

A continuacion resolveremos los dos primeros casos, ya que el tercero corresponde a una
integracion en el campo complejo, que evade los temas tratados en este trabajo.

5.1 Raices Reales Simples o Ceros Reales Simples

Si el polinomio del denominador tiene grado "m" tendrd "m" raices y si son simples, seran todas
distintas, es decir:  Xq # X # X3 #...# X

Aplicando la descomposicion del polinomio en factores binomiales, resulta:

Q) =Dy (x - X1 ) (X = X5 ) e (K= Xy )
Consideremos ademas que b, =1, donde el coeficiente del término de mayor grado de Q(x) es
igual a uno. Si esto no ocurre, se podemos hacer lo siguiente:

Ql(x):%#x-xl)(x-xg ) e (X - X ) Q)= by Q4 ()

m

obteniendo asi un nuevo polinomio Q;(x) cuyas raices son iguales a las de Q(x) y que tiene el
coeficiente del término de mayor grado igual a uno. Por consiguiente, la integral nos queda:

P 4 [P P()
Foo = To,0,60 & IQl(x)

donde el coeficiente del término de mayor grado del nuevo polinomio es igual a uno, con lo cual

podemos afirmar que al resolver la integralj% dx considerando b, =1, y no quitamos
X

generalidad al problema.

P(X): P& —A+B+C++NI

Si hacemos: =
QM) (X-X)(X-X,)-(X-X5)  (X-X;)  (X-X;)  (X-X, (X-Xp)

efectuamos la descomposicion de la funcion fraccionaria en una suma de fracciones simples, donde
A, B, C,..,M, son constantes que debemos determinar.
Si en la expresion anterior, efectuamos el pasaje de Q(x) al otro miembro, resulta:

AQX , BQX) , CQX, , MQW)

X-X;  X-Xp  X-Xg X - Xm

P()=
y reemplazando Q(x) por el producto de sus factores binomiales, tenemos:

A X-X)(X-X5). (X =X)L BOC-X)(X-X0). (X =X)L MX-X)(X-X5) 0 (X-X,)
X - X, X - X, X=X,

P(x)=

simplificando:

PX)= AKX - X2 ) oo (X = X )+ BX - Xp )X = X3 ). (X = Xy )+ M(X - X )J(X = X2 )X = Xig )

13
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A partir de esta expresion, para calcular las constantes podemos usar dos procedimientos que nos
permitiran obtener idénticos resultados.

Uno de los procedimientos es el siguiente:

Hacemos x = X; tenemos:
P(X,) = AX, - X,)(X; = X3) oo (X = X)) ++ B(X - X)) (X = X)X - X )+
+ M(Xl - Xl)(Xl - XZ)"'(Xl - Xm-l) =

y si se observa, salvo el primer término, todos los demé&s poseen un factor (X1 - X; ) que es igual a
cero, por lo tanto, se anulan y nos queda solamente:  P(X1 )= A(Xy - X5 )(Xq - X3 )..(X1 = X1y )

— P(x1)
(X1 - X2 )(Xq - X3 ). (Xq = X )

Donde:

De manera similar, si hacemos x = X, :

P(X,) = A(X, - X,) (X, = X3)...(X, - X, ) + B(X, - X ) (X, - X5) . (X, - X))+
+ M(Xz - Xl)(XZ - Xz) ---(Xz - Xm-l) =

De igual manera que en el caso anterior, tendremos factores (X, - X, ) que resultan iguales a cero
ynosqueda:  P(X, )=B(X, - X1 )Xo - X3 )...(X2 - X1y )
P(x2)

Donde: =
(X2 - X )(X2 - X3)..(X2 - X )

y asi sucesivamente, haciendo:
X= X3

X=X4

X= X1
hasta llegar a x= x,, donde:
P(Xm) = A(Xm - Xz)(xm - X3)---(Xm - Xm) + B(Xm - Xl)(Xm - X3)...(Xm - Xm) Tt
+ M(Xm - Xl)(Xm h Xz)---(xm - Xm-l) =
PXpm )

Xm =X )X = X2 ).y = Xppg )
con lo cual hemos calculado los valores de las constantes: A, B,...,M y por lo tanto podemos

resolver la integral:
I—P(X) dx:j A LB LM k=
Q(x) X-X;  X-Xo X=X
aplicando el método de descomposicion y propiedades de la integral, resultara:

Donde: M =

14
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_ dx dx dx
_ij-x1+B-[x-x2+"'+M Ix-xm_

de esta manera nos quedaran "m" integrales del tipo:

dx o .
I que debemos calcular por sustitucion, es decir:
X=X

siu= x-x; =du=dx = J.iz CI—U:Inu+C=In(x-xi)+C
X - Xj u

por lo tanto:

J% dx= Aln(X-X1)+B|n(X-X2 )+...+|\/| In(X'Xm )+Ci —

y aplicando propiedades de los logaritmos resultara:

J% dx=1In [(x X1) A0 - %5 )8 (x - Xy )M ]+Ci

con lo cual se ha resuelto la integral.

El otro procedimiento es méas general, ya que el que hemos visto anteriormente nos sirve
unicamente para el caso de raices simples, en cambio este no solo sirve para ese caso, sino que
también para los de raices maltiples o combinacion de raices simples y multiples. Se denomina:
"Método de los Coeficientes Indeterminados™ y se basa en que, a partir de:

PX) A B C M
= + + +..+

X X-X X-X X-X X-X
1 2 3 m

podemos llegar a:
P(X) = A(X - X,)(X - X3) ... (X - X,,,) + +B(X- X )(X - X5) ... (X - X)) +... +

+ M(X-X)(X-X,) ... (X-X,,4) =

Si resolvemos esta igualdad llegaremos a una de polinomios en "x" y por una propiedad de la
igualdad de los mismos, los coeficientes de igual grado de "x" tienen que resultar iguales vy,
entonces esto nos permite formular un sistema de "m" ecuaciones con "m" incognitas que son: A,
B, C.,...,M, que podemos resolver mediante alguno de los métodos para el calculo de sistemas de
ecuaciones, con lo cual obtendremos los valores de las constantes.

Luego de esto, se puede calcular la integral siguiendo el mismo procedimiento anterior.

A continuacion veremos un ejemplo, que los resolveremos aplicando ambos procedimientos:

2 -
Se desea calcular: jw dx =
X2 - X
Donde: P(X)=2x? - 3x+1 yQX) =x3-x

si calculamos las raices del polinomio denominador:

Q(x)=x3- x=0, entonces:
x> -x:x(x2 -1):O:>x:0vx2 -1=0

15
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y el conjunto solucion de las raices de Q(x) seré: {x;=0;%, =1; x5 = -1}
por lo tanto: QX)) =x (x-1) (x+1)

P(X) _ 2x°-3x+1 _A B C _

QX Xx(x-1)(x+1) x x-1 x+1
Donde: 2x% - 3x+1= AKX -1)(x+1)+Bx(x +1)+C x(x -1)

si  x =0, entonces:
2(0)2 - 3(0)+ 1= A - 1)(x + 1)+ B(0)(0 + 1)+ C(0) (0 - 1) = 1= A(-1)(1) = A=-1
si x =1, entonces:
2(D)-3(1)+1=A1-1)(1+1)+BL)(1+1)+C)(1L-1)=>2-3+1=2B=0=2B=B=0
si x = -1, entonces:
2(-1)-3(-1) +1= A-1-1)(-1+1)+B(-1)(-1+1)+C(-1)(-1-1) = 2+3+1=C(-1)(-2) > 6 =2C = C=3
con lo cual hemos calculado los tres coeficientes.

De otra manera y teniendo en cuenta que: 2x2 - 3x+1= A(X - 1)(x + 1)+ Bx(x +1)+ C x(x - 1)
operando:

2x? - 3x+1= A(x2 -1)+ B(x2 + x)+C(x2 -X) =

— 2x? - 3x+1= Ax? - A+ Bx? + Bx+Cx? -Cx =

= 2x2 -3x+1=x?(A+B+C)+Xx(B-C)- A

2=A+B+C
si igualamos los coeficientes de igual grado de "x", tendremos: -3=B-C
1=-A

que resulta un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que podemos resolver por alguno de
los métodos conocidos.

Aplicaremos sustitucion. Si consideramos la tercera ecuacion, resulta: A=-1.

Si reemplazamos este valor en la primera, tendremos: -1+B+C=2=B+C=3=B=3-C
y reemplazando en la segunda: -3=3-0)-C=-6=-2C=C=3
por lo tanto, como: B=3-C =B=3-3=B=0

Hemos calculado los coeficientes. Podemos ahora resolver la integral.
Entonces:
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Iw "1I J.——-llnx+3ln(x+1)+C|:

X =X

= In[x™(x +1)°] + Ci = [“;”:MFQ

5.2 Raices Reales Multiples o Combinacion de Reales Multiples y Simples

Consideremos Q(x) un polinomio de grado "m"y: m=h+k+s
X, multiples  h veces

X, maltiples  k veces
X, multiples s veces

y que ademas las raices de Q(x) son:

Asimismo: b,=1
Caso contrario operamos de igual forma que en el punto anterior (5.1). Entonces resulta:

QM) =X - xg ) (x - x5 ) (x - x3)°

efectuamos la descomposicion siguiente:

PO_ A A A A

Q(X)_(x-xl)h K-x )™ x-x )™ (X-xq)
4B, B, B ___+—B"'l +
0-%) (x-x) (- xp )€ (x-x2)
G G C, 4+ Cs1 _

Kxe) (oK)t @oxg) T xg)

Luego, procedemos de manera similar a lo utilizado en el desarrollo de raices reales simples, es
decir, “pasamos” Q(x) al otro miembro, multiplicamos y realizamos las simplificaciones
correspondientes.

Como en el caso anterior veremos dos formas de obtener los coeficientes.

Una, operando de manera similar al de raices simples, utilizando el "Método de los Coeficientes
Indeterminados”. Efectuamos las operaciones en el segundo miembro de la igualdad y sacamos
factores comunes los distintos grados de "x", obteniendo asi un polinomio que es igual a P(x) y
por propiedad de estos, para ser iguales, los coeficientes de los términos de igual grado también
deben ser iguales, lo que nos permite obtener un sistema de ecuaciones (m) con la misma cantidad
de incdgnitas, que resolviendo obtenemos los coeficientes, que son las incognitas.

El otro Método, llamado "Método de las Derivadas™, consiste en que, luego de multiplicar ambos
miembros por Q(X) se procede a dar a "x" los valores de las raices, en nuestro caso X;,X, Y X3;

con lo cual obtendremos los coeficientes de subindice cero (Ag,By YCy ).

Luego procedemos a derivar ambos miembros de la igualdad y dar nuevamente a "x" los valores
de las raices, obteniendo asi los coeficientes de subindice uno (A;,B; y C; en nuestro ejemplo).
Si continuamos con las derivadas sucesivas, tantas veces como haga falta, obtendremos todos los

coeficientes.
A continuacion veremos un ejemplo, que resolveremos aplicando ambos procedimientos.
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| 3x% -6x+2
(x-1)*(x-2)

En este ejemplo nos dan las raices del denominador ya calculadas, lo que nos facilita el trabajo,
pero que no invalida la generalidad de los métodos, ya que obtener las raices de un polinomio es

un problema meramente algebraico.
Como el polinomio del denominador es de grado 3 debe tener tres raices, que son:

Se desea calcular la siguiente integral: dx=

Xy =X, =1 raizmdltiple,de ordende multiplicidad dos
X3 =2 raiz simple
Teniendo en cuenta esto, hacemos la siguiente descomposicion:
I°-6x+2 _ A A By
x-1)*(x-2) (x-1)* x-1) (x-2)
Resolvemos primero por el método de los coeficientes indeterminados.
3x2 -6X+2= Ag(X - 2)+ A (X - 1)(X - 2)+ B(x - 1)
si resolvemos el segundo miembro obtendremos:
3x2 -6X+2= AgX - 2A + A x® - 3A X+ 2A; + Bx® - 2Bx+B
y sacando factores comunes:
3x% -6x+2= x2(A1 + B)+ x(-3A; - 2B+ Ay )+ (-2A; +2A; + B)

A +B=3
por lo tanto: Ay -3A -2B=-6
-2A) +2A +B=2

lo que resulta un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
Ay, A; Yy B que podemos resolver por cualquiera de los métodos conocidos. Lo hacemos por

determinantes:

0 1 1
A=l1 -3 -2 |[=(4+2)-6+1)=6-7=-1
-2 2 1
3 1 1
AA=]-6 -3 -2|=(9-4-12)-(-6-12-6)=14-15=-1
2 2 1
0 3 1
AA =|1 -6 -2|=(12+2)-(12+3)=14-15=-1
-2 2
0 1 3
AB=|1 -3 -6|=(12+6)-(18+2)=18-20=-2
-2 2 2
por lo tanto:
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_AA_-1
AO_A -1
M_éﬁ_j_
A -1
AB_-2
A -1

Hemos calculado los coeficientes. Sélo nos resta integrar.
Si aplicamos ahora el método de las derivadas resulta que, teniendo en cuenta la igualdad arribada
al comenzar el otro método, tendremos:

3x2 -6X+2= Ag(X - 2)+ A (X - 1)(X - 2)+ B(x - 1)?
si hacemos x = 1:

3(1)2-6(1)+2= Ay(1-2)+ A (1-1)(1-2)+B(1-1)*> = 3-6+2= Ay(-1) = -1=-Ay = Ay =1
si hacemos: x=2:

3(2)2-6(2)+2= Ay(2-2)+ A, (2-1)(2-2)+B(2-1)®> = 12-12+2=B(1)= B=2
derivamos ambos miembros de la igualdad:

6Xx-6=Ay + A (X-2)+ A (X-1)+2B(x-1)
hacemos nuevamente x = 1, entonces:
6(1)-6=Ay+A(1-2)+A(1-1)+2B(1-1)=6-6=A+A(-l)=B=A-A=>A=A=>A=1
y obtenemos nuevamente los coeficientes.

Ahora para resolver el ejercicio nos resta calcular las integrales:

I3x2-6x+2 dx:j 1,1 2
(x-1)? (x-2) (x-1 (-1) x-2

I 1 2dx+_[ 1 dx+ idxz
(x-1) x-1 X-2

las calculamos por separado:

1 . . o
I( )2 dx = Resolvemos aplicando el método de sustitucion:
X-1

1
siu=x-1=du=dx = I( 11)2 dx:jd—gzju'z du:u—lz-%:ﬁ
X - u - -

Las otras dos integrales son similares a las realizadas para el caso de raices simples y dan como
resultado siempre logaritmos neperianos. Por lo tanto:
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2
[2CXE2 = L sin-1)+2In(x-2)+C=
(x-1)7(x-2) x-1

:-ﬁ+ln[(x-l)(x-2)2]+c

6.- INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

El calculo de integrales de funciones trigonométricas, salvo el caso en que resultan inmediatas, se
realiza utilizando el método de integracion por sustitucion, aunque como veremos, algunas veces
hay que efectuar previamente algunos artificios matematicos.

Resolvemos las integrales de todas las funciones trigonométricas:

J.sen xdx=-cosx +C (integral inmediata)
Icos x dx=sen x+C (integral inmediata)
_[tg X dx =

Sabemos que: tg x= 0%, Reemplazamos: [tg x dx= [0
COS X COS X

método de integracion por sustitucion:

dx; donde podemos aplicar el

U=cos X =du=-senx dx = -du=sen x dx, entonces:

J'tgxdxzj.-d—u:-lnu+C:-In(cosx)+C
u

'[ctg xdx =
. - . COS X
esta integral es similar a la anterior y en ella debemos reemplazar: ctg x=
sen X
COS X
de lo que resulta: [etg xdx=[=== dx
sen x

y para sustituir hacemos: u=senx = du=cos X dx
, du
entonces: [ctgxdx = [~==Inu+C=In(senx) +C
u

Jsecxdx:

En este caso es necesario utilizar previamente un artificio matematico. EI mismo consiste en
multiplicar numerador y denominador por: sec x + tg x

2
J.SeCXdX:J.{SeCX (—Secwrtgxﬂdx:fec X+IQXSECX gy =

Sec X +tg X Sec X +tg X
Hacemos la siguiente sustitucion:
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u=secx+tgx = du = (sec® x + tg x sec x) dx
_ _(du_ _
u—I secxdx—J‘T—lnu+C—In(sec X+tgx)+C

jcosec xdx =

De manera similar al caso anterior multiplicamos y dividimos por:  cosec X - ctg X

J'cosecx dx = I cosec x| SOSEEX-Ctg x| _ J- cosec’ X - COSEC X .tg X dx =
COSEC X - Ctg X COSEC X - Ctg X

En este caso hacemos: U =cosec x ctg X = du = (cosec’x - cosec x.ctg X) dx

Entonces:

_[cosecx dx:I%:Inu+C:In(cosec X-ctg X)+C
u

Hacemos notar que en los casos de la secante y cosecante existen otras sustituciones que permiten
resolver la integral y si bien, aparentemente, los resultados a los que se arriba son distintos, se
puede demostrar su igualdad, o que difieren en una constante, operando trigonométricamente.

6.1 Integracion de Potencias de Funciones Trigonométricas

La integracion de las potencias de las funciones trigonométricas se resuelven por aplicacion del
método de integracion por sustitucion. Generalmente resultan similares entre si todas las potencias
impares, como asi también todas las pares. Por lo tanto, para analizar la resolucion de cada una de
las funciones hacemos una subdivision:

6.1.1 Integracion de Potencias de la Funcién Coseno

Calculamos la integral: jcos” x dx, donde el exponente n € Ny puede ser un nimero natural

par o impar; ademas n 1, ya que en ese caso, pese a ser impar, la integral resulta inmediata.

6.1.1.1 Integracion de Potencias Impares de la funcién cos x

Consideremos que el exponente es impar, es decir:

n=2k+1 ¥k € N, donde reemplazando k por cada uno de los
nameros naturales, obtendremos todos los naturales impares:
k=1=n=2(1)+1=3
k=2=n=2(2)+1=5
k=3=n=23)+1=7

y asi sucesivamente. u=2x=du=2dx = du =%

21



Analisis Matematicol - F.I. - U.N.N.E.

Si reemplazamos n en la integral y operamos, tenemos:

2k+1

jcos"xdx:Icos X dx = jcosz"x cosx dx = j(cos2 X)¥ cosx dx =

Donde hemos aplicado propiedades del producto de potencias de iguales bases y de la potencia de
potencia. Si consideramos ahora la relacion de Pitgoras para la trigonometria, que dice:

sen’x + cos?x =1 ==> cos’x = 1-sen®x
reemplazamos: [cos"x dx =] (cos? x)Kcos x dx= [ (1—sen?x)¥cosx dx =
Aplicando el método de integracion por sustitucion:
u=senx ==> du =cos x dx
. n _ 2 Nk _ 21k —
resulta: cos” xdx=|(1-sen“ x)" cosxdx=|(1-u“)" du=

y esta ultima integral la podemaos resolver aplicando el desarrollo del Binomio de Newton:

I(l u ) du= J'|:1k 1k l(u )l+k(k l)lk 2(u2)2_k(k-]:'g)l(k-z)lk-3(u2)3++k(k l)(kn 2) 321(” ):}du=

Para analizar el signo del ultimo término del desarrollo, debemos tener en cuenta que el mismo
consta de (k+1) términos y que los que ocupan una posicion impar (términos 1, 3, 5, 7,...) son
positivos y los de una posicién par (términos 2, 4, 6, 8,...) son negativos. Por lo tanto:

Sik es par: el altimo término tiene que ser positivo ya que ocupa una posicion impar (k+1=impar),
entonces: (-1)% =1 resulta positivo.

Si k es impar: el Gltimo término tiene que ser negativo ya que ocupa una posicion par (k+1=par),
entonces: (-1)% =-1 resulta negativo, con lo cual hemos resuelto el signo del Gltimo término del
desarrollo. A continuacion resolvemos las operaciones posibles y tenemos:

kk -1) - kk-1)Kk-2) 46
2! 3!

y esta Gltima integral la podemos resolver aplicando el método de descomposicion y propiedades

de la integral indefinida, es decir:

.[cos”xdx:_[{l-ku2+ +..+(-1) u 2I(}du=

jcos x dx= J.du kIu du+k(k 1)J' 4 du wju du+..+(-1) Iu2k du=

Asi, resultan todas integrales mmedlatas Resolviendo, nos queda:

3 2k+1
u o kk-1)u® kk-1)k-2)u’ U e
2! 5 3! 7 2k+1

hacemos nuevamente la sustitucion: u = sen x, tendremos resuelto el problema. Luego:

Icos”x dx=u-k

3 5 7 2k+1
sen x+k(k—l) sen”x  k(k-1)(k -2) sen x+"+(_1)k sen” X L -
2! 5 3! 7 2k +1

J'cos”xdxzsen x-k
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Resolvemos algunos ejercicios donde aplicaremos el método de resolucion visto anteriormente.

Resolver:
_[ cos3x dx
a) 3 2+1 2
_[cos X dx= jcos xdx= J'cos X COS X dx=
si tenemos en cuenta que: cos’x=1-sen? x
Entonces: ICOSSX dx:_[(l-senzx) cos x dx=

si hacemos: u = sen X = du = cos x dx

reemplazando y aplicando el método de descomposicion resulta:

3 3

J.cos3 xdx:j(l-u2 )du:J'du-J.u2 du:u-u—+C:senx- Sen X C

3
Icosgxdx
b) Jcos® xdx= | cos ****xdx=[(cos? )* cos x dx= [ (1- sen®X)* cos x dx=
:I(l-senzx)4 cos x dx=
aplicando sustitucion hacemos: u=senx = du=cosx dx
reemplazando y resolviendo resulta:

0 v 1 2d g (4 42,43, 20 432 5.3 4321 54|
jcos xdx—_[(l u?) du—J[l 4%+ =2 ?) 5 W)+ == )}du—
I(1-4u2 +6u? -4ub +u® )du=_[du-4j‘u2 du+6ju4 du-4‘|‘u6 du+J‘u8 du=

4 6u® 4u’ u®
u- + - +—+C

3 5 7 9

3 5 7 9
por lo tanto: jcosgxdx:senx _ dsen X+ bsen”x _ 4sen X + X, e
3 5 7 9
6.1.1.2 Integracién de Potencias Pares de la funcion cos X
Analicemos ahora el caso en que el exponente es par: n=2k VvkeN

Donde al igual que en el caso anterior, dandole a k los valores de cada uno de los numeros
naturales, obtendremos todos los naturales pares, por ejemplo:

k=1 = n=2(1) = 2
k=2 = n=2(2) =4
k=3 = n=2(3)=6
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y asi sucesivamente.
Si reemplazamos n en la integral y operamos, tendremos:

J'cos” xdx= Icoska dx= J.(coszx)k dx=

donde hemos aplicado el concepto de potencia de otra potencia. Ademas consideremos las
siguientes igualdades trigonométricas, a los efectos de la sustitucion.

Sabemos que:  sen®x+cos®x=1 ).
y: cos (a+ ) =cos acos f-sen asen 3
si hacemos: a = = xresulta:

COS (X+X) = COSX.COSX-Senx.senx = COS 2X = C0S°X - sen’x 2
Sialaigualdad (1) le sumamos la (2), resulta:

cos’x +sen®x =1

cos?x -sen’x =cos2x

2 C0s*X =1+ c0s 2X
c0s’x =1+ cos 2x (3)

2
esta Ultima igualdad es la que utilizamos para la sustitucién. Operando:

1+ cos 2Xx

_[cos”n dx = I(coszx)k dx = j( )

k
_1 K iy =
j dx—y_[(1+c032x) dx =

Aplicando el desarrollo del Binomio de Newton:

Icos” xdx:21k.|‘[1+kc032x+l((kz;l)cos2 2x+w

oS> 2X +...+cos® ZX} dx

Utilizando el método de integracion por descomposicién y propiedades de la integral indefinida
resulta:

Icos”x dx=21k[j'dx+kfcoszxdx+k(kzil)jcos2 2xdx+WJ’cos3 2xdx+..+fcosk2xdx}:

Solo queda resolver cada una de las integrales que aparecen en el segundo miembro de la igualdad
anterior:

I, = Idx: X (integral inmediata)
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No escribimos las constantes de integracion en cada integral, ya que todas seran sumadas al final
en una sola, teniendo en cuenta que la suma de un numero finito de constantes nos da otra
constante.

P =Jc052xdx:
Resolvemos por sustitucion: U=2x = du=2dx = d?u =dx, entonces:
Iz:J COS 2X dx=jcosu0|—u = l'fcosudu =Esen u :lsen 2X
2 2 2 2
I, = 1sen 2X
Por lo tanto: 2
l,= Icos2 2x dx

Este caso, que es de una potencia par, lo resolvemos haciendo la siguiente sustitucion

U=2Xx = du=2dx = OI7u=dx

Por lo tanto: I3 = jcos2 2x dx = jcos2 u au_ l'[cos2 udu=
2 2
. , . +
si ademas tenemos en cuenta la igualdad (3), resulta: cos’ u = %
Entonces:
Is- _[cosz 2x dx :ljmdu :lj(l+c052u)du =l[[du +_[ cosZudu]z
2 2 4 4

donde hemos aplicado, propiedades de la integral y el método de descomposiciéon. Las dos
integrales resultan similares a 11 e l, respectivamente, que hemos resuelto anteriormente. Por

consiguiente: jdu: u 'y jcos 2udu= % sen 2u
Entonces: I, - u +lsen 2u -1 2X +lsen 2(2x) |= X4 1 sen 4x

4 2 4 2 2 8
con lo que hemos calculado la integral 15
4= J'cos3 2x dx= Esta integral, por ser de exponente impar, se resuelve aplicando el método
visto en 6.1.1.1, es decir: jcos3 2x dx= _[cosz 2x cos 2x dx= .[(1- sen? 2x) cos 2x dx
si hacemos: u=sen2x = du=2cos2xdx = d?u: cos 2x dx

Entonces:

du 1 1 1 ull 1 sen® 2x
|4=J(1-u2)?zaf(1-u2)du:E[[du-juz]= E{u-?}za{semx- 3 }
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3
O sea: I, = sen2x  sen” 2Xx
2 6

con lo que calculamos la integral 1,

I5 :'fcos4 2x dx. Esta integral se resuelve siguiendo el proceso visto para los exponentes
pares, para lo cual hacemos: Uu=2x = du=2dx = d?u = dx
por lo tanto: Jcos“ 2xdx= Icos“ u du_ lj cos* udu= 1 '[(cosz u)? du
2 2 2
integral ésta a la que arribamos luego de la sustitucion y operando algebraicamente.
. . +
De acuerdo con la formula (3) vista anteriormente, podemos hacer: cos? u= %

2
+
reemplazando resulta: Is = .[ (%j du

Si a partir de esta integral continuamos operando y aplicamos el método de descomposicion
Ilegamos a:

_1 2 _1 2 _
I _§j(1+ cos 2u)” du _§J(1+ 2C0S2u +cos” 2u)du =

's:%[[du + ch052udu + Icos,2 2udu]=

donde
Iduzll ===> Idu:u
Icos 2u du=1, ===> Icos 2u du:%sen 2u
2 2 u 1
Icos 2udu=1l;, ===> J'cos 2udu:§+§sen4u

Integrales todas que fueron resueltas anteriormente, por lo cual conocemos sus resultados.
Asimismo, para resolver la integral propuesta, debemos sumar las integrales y sustituir u = 2x, es
decir:

_ 4 _1 1 1 u,1
Is—jcos 2xdx-§(ll+ 21, + 's)—g {u+2(§sen 2u)+(§+ gsen4uﬂ

entonces: I, = % [(ZX) +sen 2(2x) + (2—2)() + % sen 4 (ZX):l =
Por lo tanto: |5=%+1 sen 4x+i sen 8x

8 64
Luego: lg = J.cos5 2x dx

26



Analisis Matematicol - F.I. - U.N.N.E.
Esta integral es del tipo de exponente impar y como tal se resuelve de manera similar a lo visto en
el apartado 6.1.1.1. Por lo tanto:

I, = ICOSSZX dx = _[(cosz 2X)? cos 2x dx :‘f(l-sen22x)2 cos 2x dx =

si hacemos: u=sen2x = du=2cos2xdx = du=cos 2x dx
2
sustituyendo resulta:

, du
2

2 3 10

Ie = I(l' uz)

u’l u u® Ul
+
3 5

:%j(1-2u2+u4)du :%Udu-ZJ‘uzdu +J.u4du]%{u—2u—3+—

_ _sen2x sen®2x . sen® 2x
Reemplazando; lg = 7 T 3 + 0

Con lo que se ha resuelto la integral.

Debemos continuar calculando todas las integrales que aparecen, teniendo en cuenta que son de
exponente par e impar alternativamente, hasta llegar a la Ultima, que es:

Ik+1:J'cosk 2x dx

donde si k es par, se resuelve de manera similar a las integrales I3,15,1,..... y si k es impar,
entonces se analizan en forma analoga a las integrales 15,14, 1g ...

De esta manera se pueden calcular todas las integrales. Por lo tanto, la integral del coseno de x
elevado a un exponente natural par, resulta igual a:

Lkk-1)K-2)

[cos™ xdx= [ cos* xdx=1[ll+k I2+k(k2;l) 4 I, +...+|k+l}+c

ok 3!
y reemplazando las |I; por los valores obtenidos anteriormente se tendré resuelta la integral
propuesta.
Ejemplo: fcos6 x dx
si hacemos:
6 213 1+cos2x \’
_[cos xdx:I(cos X) dx:J' — dx =

%I(H cos 2x)* dx =

%I(1+3003 2X +3€0S°2X + €0S°2X) dx =

1 2 3

y [[dx +3.|'cos 2x dx + Bjcos 2x dx + Icos 2X dx]
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es necesario calcular cada una de las integrales:
Il:jdx:x inmediata
I, = jcos 2xdx = se resuelve por sustitucion
u=2x = du=2dx = d?u:dx

I2=J'c032xdx=jcosud—u:wzsen 2X
2 2 2

I, = Jcosz 2x dx =integral de exponente par, y como tal debe ser resuelta es decir :

1+cos2(2x) dx =

jc0522x dx = _[ .

%J(1+ cos 4x) dx =%J'dx +%_"cos4x dx

donde la primera es inmediata y la segunda se resuelve por el método de sustitucion, es decir:
du
u=4x = du=4dx = T:dx

-[COSA'XdXZJ.COSUCL—u:%Senu: Ser;4x

1 1sendx _ x = sen4x
l3=209+ + | o
2 2 4 2 8 ,  seresuelve aplicando el procedimiento de
I4 :Icosg 2x dx

exponentes impares.

Entonces:

_[cos?’ 2xdx= jcos2 2Xcos 2x dx=

Por lo tanto:
I(l—sen22x)c032xdx:
Donde: u=sen2x = du=2cos2xdx = d—zu:coszmx
3 3
entonces: |4:J'(1-u2)d_u: lJ.du- lj'uzduzg _ Ut _sen2x  sen”2x
2 2 2 2 6 2 6

Hemos resuelto todas las integrales, restando solamente reemplazar para obtener el resultado final:

Icosexdx:%[ll+3lz+3I3+I4]+C:

3
%{(x) N 3sen22x N 3(§+sen 4xj L sen 2X L, sen ZX}rC=

2 8 2 6

5x sen 2x 3sen 4x sen® 2x
= + + +

_ 2% + C
16 4 64 24

6.1.2 Potencias de la funcién Seno

Como en el caso del coseno consideremos dos posibilidades para la: I = J’senn x dx
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donde el exponente "n" puede ser un ndmero natural par o impar. Consideremos ambas
posibilidades por separado.

6.1.2.1 Potencia Impar de la funcién sen x

De la misma manera que en el coseno, si el exponente es impar, podemos escribir:
n=2k+1 vk e N
si reemplazamos en la integral y operamos algebraicamente, resulta:

2k+1

_[sen“ xdx:Isen xdx:.[(sen2 X)X sen x dx=

Si consideramos: sen?x+cos?x=1 sen? x=1+cos? X
y reemplazamos en la integral anterior, tendremos:
n — 2 .k —
_[sen xdx—j(l-cos X)" sen x dx=
aplicamos el método de sustitucion: u=cosx = du=-senxdx = -du=senxdx
. n — 24\k — 24\k
por lo tanto: sen"xdx=|(1-u“)" ((du)=-|(1-u“)" du

Para desarrollar esta ultima integral aplicamos el Binomio de Newton:

-J-(l-uz)dU:-J‘I:].-kUZ"'k(k-l)UAr-k(k-l)(k-Z)U6+...+(-1)k u2k:| du
2! 3!

En cuanto al signo del ultimo término, son validas las mismas consideraciones hechas para la
integral de las potencias impares de la funcion coseno.
Aplicamos el método de integracién por descomposicion y propiedades de la integral indefinida.

Isenn xdx:—Udu—kJ.u2 du+%fu4 du—%ju6 du+...+(—1)"J.u2k du}

Integrales que podemos resolver facilmente, ya que resultan inmediatas. Si ademas tenemos en
cuenta el signo menos exterior al corchete, el mismo nos cambiara todos los signos de las
integrales, por lo tanto, el del dltimo término también variard, por lo cual es necesario sumarle una
unidad al exponente. Entonces resulta:

3 5 >l _ 7 2k+1
U kKD U KRR U U
3 21 5 3! 7 2k +1

.[sen“xdx:-u+k

sustituyendo u tenemos resuelta la integral:

kcos®x k(k-1) cos’x  k(k-1)(k-2) cos'x , . (1) cos™ ™ x
2l 5 3! 7 2k +1

'[sen”x dx =-cosXx +
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Resolvemos una serie de ejercicios donde aplicaremos este método:

3 — 3 _ 2 _ 2 _
Resolver: J.sen x dx —jsen X dx = Isen X dx = j(l- cos“x) sen X dx =

Si hacemos: u=cosXx = du=-senxdx = -du=sen xdx

Por lo tanto:
3

s ) B oo — u B cos’x
'[sen xdx—J.(l-u )(-du)—-f(l-u )du = -jdu+_[u du—-u+€+C—-cosx+

+C

Resolver: jsen9 x dx :jsengx dx = _[(senzx)“sen X dx = _[(1- c0s°x) sen x dx =

si hacemos: Uu=cosXx = du=-senxdx = -du=sen xdx

[sen®xdx = [ (1-u%)* (-du) = - [ (1-4u” +6u* - 4u° +u’) du =
:-Idu +4Iu2du-6J.u4du +4ju6du-ju8du:

3 5 7 9
TSIy LI S L Y O

3 5 7

4cos*x 6cos’x  4cos’ x cos’ x
=-COSX + ¢ + g +C

6.1.2.2 Potencia Par de la funcién sen x
Consideremos ahora que el exponente es un nimero natural par. Por lo tanto:

n =2k vk eN
entonces: Isen” xdx= fsenz"x dx= I(senzx)k dx=

A los efectos de la sustitucion consideremos las siguientes igualdades trigonométricas:

Relacion de Pitagoras: cos’x +sen’x =1 (1)
cos’x - sen’x =cos2x  (2)

restando ambas igualdades : 2sen?x =1-cos 2x

y haciendo pasaje de terminos: sen’x = % 3)

La expresion (2) podemos hallarla de la siguiente manera:  cos (a+b) = cosacosb-senasenb

si hacemos a = b = x resulta: cos (x+Xx) = €0S X C0S X - Sen X sen X

Por lo tanto: C0S 2X= c0s?X - sen? x

La expresion (3) es la que utilizamos para resolver la integral. Por consiguiente:
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Jsen“ X dx:j(#jk dx=

Donde, de manera similar a la integracién de la funcion coseno, podemos aplicar propiedades de
la integral indefinida y el desarrollo del Binomio de Newton, es decir:

1)

cos? 2x-

jsen”x dxzikj.(l— cos 2x)¢ dx:ikj'[l- k cos 2x+ K- kk-Dk-2)
2 2 2! 3!

cos3 2x+ ...+ (-1)¢ coskZX} dx=
y continda siendo valida la consideracion del signo del ultimo término hecha anteriormente.

Aplicamos el método de integracion por descomposicion y propiedades de la integral:

Isen“x dx= zik[jdx- k fcos 2x dx+% Jc0322x dx- W Icos32x+ ...+(-1)kfcosk 2x dx}

Donde aparecen las siguientes integrales:
I, = jdx =
l, :Jcoszxdx =
l, = J'cosz 2xdx =

I4:J'cos3 2x dx =

I, :jcosk 2x dx =

Todas estas integrales fueron resueltas oportunamente cuando estudiamos la funcién coseno con
exponente par.

Por lo tanto: .fsennxdx:i{h K, + k(kz;l) I,

k(k - 1)(k - 2)
ok ) !

; |4+m+¢nkuﬂ}+c

restando reemplazar los valores de las |; por los resultados obtenidos anteriormente para lograr la
solucion final de la integral propuesta.

Ejercitacion:
Resolver: jsen“ X dx=

Consideremos:

1-cos2x \ 1
sen’xdx = [ (sen®x)?dx = || ——="| dx == [ (1-cos2x)* dx =
f Jsenay” o= (202 | = [ a-cos 2

= l_[(1- 2C0S 2X +cos® 2x) dx :ljldx - ZIcos 2X dx +J'cos2 2x dx
4 4
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I, =|dx=x
Calculamos por separado cada una de las integrales, es decir: j
P :jcos 2xdx=
integral que resolvemos por sustitucion:
Uu=2x = du=2dx = d_2u =dx
jcos 2xdx:jcosu d—uzljcosu duzlsen u
2 2 2
| = sen 2x
272
15 = [ cos? 2xdx;[1+L2(2X) dlejdx+ijcos4xdx
2 2 2
La integral de cos 4x la resolvemos por sustitucion: u=4x du =4dx d4_u: dx
x 1 du_ x  senu
5=yl =t -
entonces:
X . sen4x
==+
2 8

reemplazamos:

_[sen4xdx:£[ll-2I2+l3]+C:1 -2 sen 2X N §+sen4x +C:3_x+sen2x+sen4x+c
4 4 2 2 8 8 4 32

6.1.3 Integracion de Potencias de la funcion Tangente

Estas integrales tienen genéricamente la forma: = jtg "x dx

Existen varias maneras de resolver dichas integrales: utilizando sustituciones diferentes y aunque
parezca que los resultados obtenidos son distintos, no es asi. Se puede demostrar
trigonométricamente, que en todos difieren entre si solamente en una constante.

En el presente trabajo se resolverd por uno de dichos métodos, que se considera de mas facil
aplicacion y consiste en utilizar la siguiente relacion trigonométrica:

1+tg?x=sec®x = tg?x=sec?x-1

por lo tanto:
Itg”x dx = jtg"'zx tg®x dx = J‘tg"'2 X (sec’x -1) dx = jtg”'zx sec?x dx - Itg”'zx dx

Podemos resolver la integral: .= Itg N2y sec?x dx=

Aplicando el método de sustitucion: u=tgx = du=sec’xdx
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N1 on-d
resulta: Ilzfu'”'2 du:u—lztg 1X
n- n-

Restaria resolver la integral: 1, = Itg "2x dx
Donde podemos reiterar la aplicacion del método anterior. Entonces:

I, = jtg”'zx dx = Itg""‘x tgzx dx = jtg”"‘x (sec®x -1) dx = .[tg""‘x sec’x dx -Itg”"‘x dx =

Donde: I :jtg "4 sec?x dx=
n-3 tg n-3X
Se resuelve por sustitucion al igual que la integral 1, es decir: 1, =[u"™* du=——=
! 3 n-3 n-3
Restando resolver la integral: l,= Itg N-4xdx, que se obtiene de manera similar a las

anteriores, es decir, se debe reiterar el procedimiento hasta llegar a la Ultima integral. Esta depende
del exponente "n". Si es par, sera del tipo:

jtgzx dx :I(seczx-l) dx :jseczx dx-jdx =tg’x-x+C

Si el exponente "n" es impar, entonces la Gltima integral sera del tipo:

Itg xdx:IsenX dx:-J‘%:-lnu+C:

COS X u
Integral que fue resuelta por sustitucion: U=cosx =du=-senxadx
Por lo tanto: _[tg x dx=-In(cos x)+C

y si reemplazamos cada una de las integrales en las anteriores, solucionamos el problema.
Ejercitacion:
Resolver: a) Itgsx dx=

_[tgsx dx = jtgsx tgx dx = _[tg3x (sec®x -1) dx =I tg®x sec’x dx - j tg®x dx =
= Itg3x sec?x dx -Itgzx tg X dx :jtggx sec?x dx - .[tg X (sec’x -1) dx =

= J'tg3x sec’x dx -jtg X sec’x dx + Itg X dx =
donde las dos primeras integrales se resuelven por sustitucion:

u=tgx = du=sec?xdx
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- . sen X
la tltima, de la siguiente manera: [tg xdx=] dx
cos X

donde: W=Cc0SX = dw =-senxdx

aplicando sustituciones resulta:

4 2 4 2
Itgsxdx:Iusdu-Iudu +I-d_W=u_ U hwecolox X
w 4 2

- In(cosx) + C
b) .[tg‘sxdx

jtgﬁx dx = Itg“x tg®x dx = jtg“x (sec’x -1) dx :Itg“x sec’x dx = J'tg“x dx =

= jtg“x sec’x dx - _[tgzx tg®x dx =

_[tg“x sec’x dx - _[tgzx (sec’x -1) dx :jtg4x sec’x dx - j tg°x sec’x dx + J'tgzx dx =
= Itg“x sec?x dx - j tg°x sec’x dx + Iseczx dx —Idx =

= Itg“x sec’x dx -Itgzx sec’x dx + jseczx dx - '[dx =
donde podemos resolver las tres primeras integrales por sustitucion:
u=tgx = du=sec? xdx

y la ultima resulta inmediata. Por lo tanto:
5 3

Itgexdx:ju“du-juzdu+Idu-jdx:u€-u?+u-x+C:

tg°x  tg’x

+igx-x+C

6.1.4 Integracion de Productos de Potencias de las Funciones Seno y Coseno

Estas integrales tienen genéricamente la forma: I = _[sen”xcosmx dx, donde se pueden

plantear distintas alternativas de acuerdo a que los exponentes sean pares o impares. Analizaremos
por separado.

6.1.4.1 Potencia de la Funcion Seno Impar y del Coseno Par

El exponente del coseno es un nimero natural par y del seno impar:
m=par =m=2h vh e N
n=impar =n=2k+1 vk €No
por lo tanto:

2k +1

= .[sen”x cos"x dx = _[sen X c0s™X dx =_[sen2kx sen X cos"x dx = _[(senzx)k sen x cos"x dx =

Donde usamos propiedades de las potencias y del producto de potencias de igual base, y si ademas
tenemos en cuenta que: sen? x =1-cos? x
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Reemplazando, resulta: I :I(l-coszx)k cos™x sen x dx=

integral que podemos resolver por el método de sustitucion, haciendo:
u=cosx = du=-senxdx = -du=senxdx

Por lo tanto:
I=[@-u?)um (-olu):-j(l-u2 ¥ u™ du=

integral que resulta de fécil resolucion aplicando el desarrollo del Binomio de Newton y el método
de integracion por descomposicion.

Ejemplo: I:jsensxcos“x dx=
I = I sen°x cos’x dx = I sen”x sen x cos’x dx =j (sen®x)? sen x cos” dx = _[(1- cos*x)? cos’x sen x dx =

hacemos la siguiente sustitucion: u=cosx = du=-senxdx

Por lo tanto:

I=.[(1-u2)2 u“(-du)=-.|.(l-2u2 +u*)u®du :-J‘(u4 -2u® +u®) du :-'[u“du +2J'u6 du -J.usdu =

u® u’ u® cossx+ cos’x  cos’ x

= -—42—-—+C=- 2 - +C
5 7 9 5 7 9

6.1.4.2 Potencias de la Funcién Seno Par y del Coseno Impar

En este caso, el exponente del coseno es un nimero natural impar y el del seno, par:
m=impar = m=2h+1 ¥h eNo
n=par = n=2k vk eN

Por lo tanto:

2h+1

| = Isen“x cos™ x dx = Isen”x cos”™x dx :J'sen“x cos”x cos X dx = Isen”x (cos’x)" cos x dx =

= Isen” X (1-sen®x)" cos x dx =
hacemos la siguiente sustitucion: u=senx = du=cos xdx
Por lo tanto: 1= [u" (1-u?)" du=

nos queda una integral similar a la del caso anterior, aplicamos el desarrollo del Binomio de
Newton y el método de integracion por descomposicion.

Ejemplo:

I = _[sen“x cos’x dx = _[sen“x cos’x dx = Isen“x COS*X COS X dx =_|.sen4 X (1-sen’x) cos x dx =
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hacemos la siguiente sustitucion: u=senx = du= cosxdx

Por lo tanto:

I:ju“(l-uz)du=I(u4-u6)du=ju4du-ju6du:ug-u??+C:

sen’x  sen’x

5 7

+C

6.1.4.3 Potencias de la Funcién Seno Impar vy del Coseno Impar

En este caso, ambos exponentes son numeros naturales impares:
m=impar = m=2h+1 Vhe Ng

n=par = n=2k+1 Vke Ng,

Esta integral puede resolverse de dos maneras. Una reemplazando el coseno en funcién del seno 'y
la otra el seno en funcion del coseno. Si bien aparentemente los resultados a que se llegan de ambas
maneras son distintos, se puede demostrar trigonomeétricamente que difieren solamente en una
constante.

Presentamos uno de los procedimientos:

2h+1

I = jsen”x cos"x dx = jsen”x cos™™ x dx :jsen”x (cos®x)" cos x dx = jcos”x (1-sen?x)" cos x dx =

si hacemos la siguiente sustitucion: u=senx = du=cosxdx
reemplazando, resulta: I = J‘ u" (1-u®)" du

Nos queda una integral similar a la de los casos anteriores y como tal se resuelve.
Ejemplo: I:_[sen3xcos‘°’x dx

| = J'sen3x cos’x dx = jsen3x C0S*X COS X dx =I sen®x (1-sen’®x) cos x dx =

si hacemos la siguiente sustitucion: U =senx du = cos x dx
resulta:
ut u® sen*x  sen®x
I=|u@-u)du=|(@*-u®)du=|uv’du-|u’du=—-—+C= - + C
ful@-v)du=[(-uv*)du=| | R . -

6.1.4.4 Potencias de la funcidon Seno Par y del Coseno Par

Aqui ambos exponentes son nimeros naturales pares:
m=par = m=2h VheN
n=impar = n=2k vk eN

Como en el caso anterior, esta integral puede ser resuelta de dos maneras: sustituyendo el seno o
el coseno, llegando en ambos a resultados analogos. Plantearemos una de las formas:
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I :Isen”x cos"x dx:jsenka cos? x dx=

j(senzx)k cos?"k dx:I(l-coszx)k cos?Mx dx=

En esta ultima expresion podemos aplicar el desarrollo del Binomio de Newton y posteriormente
el método de integracion por descomposicion:

_k(k-1)(k-2)

I= fcosZ“x {1- k cos®x +Mcos4x
2! 3!

c0s® X +..+ (-1)¥ coska}dx =

= J cos?"x dx - k fcoszwx dx + % .fcosz*‘“‘x dx - W I cos™™®x dx +.. + (-1)¢ f cos™*x dx =

Podemos observar que todas las integrales son de la funcién coseno con exponente par. Estas
pueden ser resueltas de acuerdo a lo oportunamente analizado en el apartado 6.1.1.2.

Ejemplo: I = Isenzx cos’x dx

I = I sen’x cos’x dx = _[(1- c0s*X) cos*x dx =I (cos*x - cos*x) dx = Icoszx dx - I cos*x dx =
Tenemos dos integrales del tipo coseno con exponente par. Las resolvemos por separado:
Es decir: Ilzjcos2 X dx=

Para poder calcular esta integral hacemos la siguiente sustitucion:

2, _ 1+cos2x
COSX=—FT

1+ cos2x 1 1 1
I, =|—————dx==|(1+cos2x)dx == | dx + = | cos2x dx =
1 I 2 2 J.( ) 2 J. 2 I
donde la integral de cos 2x se resuelve por sustitucion: u=2x du=2dx dx = d_2u
Por lo tanto: Icos 2xdx:J'cosu %:EICOSU duzlsen uzlsen 2X
2 2 2
reemplazando: 1= [cos®x dx= g 4 Sen2x

Resolvemos la otra integral:

I, = J.COS“X dx :J.(COSZX)Z dx = I%
= % de +2Icostdx+jcos2 2xdx]:

dx :%J.(1+ 2C0S 2X + €0s°2X) dx =

las resolvemos por separado: Idx: X
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jcos 2x dx= fue resuelta en la integral anterior.

jcosz 2x dx= la resolvemos mediante la siguiente sustitucion:

u=2x du=2dx dx:d?u

Icosz 2x dx= jcosz u d_2u = % jcoszu du= integral que también fue resuelta:

2 l[u sen2u | 1|2x sendx|_ Xx sen4x
Icos 2xdx==| =+ =224 =4
212 4 2| 2 4 2 8

Por lo tanto:

4 X Sen2x X = sen4x
I2='[cos xdx=—+ + =+ =
2 2 4 16

es decir: 1, = [cos*x dx= % N Ser122x . sef64x

resulta entonces que: =1, +1,
Luego:

5x 3sen 2x
+ +

U.N.N.E.

sen 4x

I:J.senzxcos.zxdx:F+Senzx o X sen2x sendx) o
2 4 4 2 16

Con lo que gueda resuelto el ejercicio.

4 4
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