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INTEGRALES DEFINIDAS

1.- CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA

La medida del &rea es un problema que ha preocupado al hombre desde la antigiiedad. Los egipcios
conocian reglas para el calculo de las areas y volimenes de algunas figuras sencillas como ser:
triangulos, rectangulos, trapecios etc.

Recién los griegos dieron derivaciones logicas y sistematicas a estas férmulas. Podemos citar a
Arquimedes como el que mas se acercé al concepto moderno del célculo de area. Su método, llamado
de exhaucion, consistia en acotar el &rea a calcular mediante dos conjuntos de rectangulos, uno situado
en el interior, cuya suma permitia obtener un area contenida (suma interior) y el otro, que lo cubre y da
el area continente (suma exterior).

A medida que se aumentaba la cantidad de rectangulos de cada uno de los dos conjuntos considerados,
dichas sumas eran cada vez mas similares, lo cual permitia calcular el area deseada, por la aproximacion
de ambas.

Posteriormente, distintos autores adoptaron este principio y lograron el concepto de integral definida, de
los cuales, veremos dos.

2.- INTEGRAL DEFINIDA SEGUN CAUCHY

Si consideramos una funcion y = f (x) positiva y continua en un intervalo cerrado [a,b],
su grafica conjuntamente con el eje "X" y las ordenadas correspondientes a los extremos del intervalo
limitan una region del plano, cuya forma se designa como trapezoide y a cuya superficie o area (A) la
Ilamaremos la integral definida de la funcidn entre los limites o extremos que corresponden a los del
intervalo. Es decir:

9

A= [P f (0 dx a b7 X

Para calcular dicha area procedemos a dividir el intervalo [a,b] en un ndmero finito de subintervalos,

cuyos tamafios 0 amplitud pueden ser todas iguales o distintos, lo cual va a constituir una particion de
dicho intervalo.

La méxima distancia entre dos puntos cualquiera de un subintervalo constituye el diametro del mismo
y el mayor de todos los diametros de los subintervalos componentes de la particion, la norma de la
misma.

Ademas, si consideramos dos particiones distintas de un mismo intervalo y una tiene menor norma que
la otra, se dice que dicha particion es mas refinada o mas fina que la otra. Asimismo, es necesario tener
en cuenta que si una funcion es continua en un intervalo cerrado, lo serd también en cada uno de los
subintervalos que se generan en él mediante una particion cualquiera y si consideramos que una
propiedad de la funcidn continua en un intervalo cerrado es la de alcanzar un maximo (M) y un minimo
(m) en dicho intervalo, esto mismo debera ocurrir en cada subintervalo. Es decir, podemos afirmar que
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en cada uno de los subintervalos que se originan por una determinada particion del intervalo [a,b]

existird un maximo (M; ) y un minimo (m; ).

Por lo tanto, si hacemos una particion del intervalo considerado en *'n** partes, que pueden ser todas
iguales o distintas, nos quedarian los siguientes subintervalos:

o XX %, Lo X b [0 % L [

]

Donde resulta: a= XoS Xlé X, <. < XHS X; <. < X, :b, y ademas podemos suponer

que dicha particion tiene una determinada norma ¢.

También, existirdn un méximo y minimo en cada uno de los subintervalos, que Ilamaremos:
M; Am, los del [xg,%q]

M, Am, los del [x;,x5]
M; Am; los del [x;_1.%;]
M, Am, los del [Xn_1.%p]

Teniendo en cuenta lo expresado anteriormente podemos calcular un area inferior y otra superior en cada
subintervalo de la particion. A manera de ejemplo, lo haremos en un subintervalo genérico de ella:

(%)

— —
0 =X X4 b | £ Xn1 (58 X

Para mayor claridad haremos el grafico con el subintervalo genérico Unicamente, entendiendo que lo
mismo ocurre en los " n" subintervalos correspondientes de la particion:
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~
M; f(x)

Podemos ver que el area superior corresponde a la superficie de un rectangulo de base igual a laamplitud
del subintervalo y de altura, el maximo del mismo. De manera similar, el area inferior tiene la misma
base, pero su altura corresponde al minimo. Por lo tanto:

Asi =M i(Xi _Xi—l)

_ , ademas se puede expresar el area de un
A =m, (Xi_xi—l) Y P P

rectangulo intermedio, comprendido entre los otros dos, teniendo en cuenta que entre el maximo y el
minimo del subintervalo van a estar comprendidos todos los valores de la funcién . Por lo tanto:

Xji_1=Cji=Xj; = mj=T (cj )= M

Podemos plantear el area media de la siguiente manera: AMi =f ( Ci )( Xi—Xi_1 ) de tal
forma que se cumpla siempre que: /A\|i S/A\Mi SAsi

Esto mismo debera cumplirse para cada uno de los subintervalos en que se encuentra dividido el intervalo
mediante la particién. Por lo tanto, podemos expresar:

A=Ay, A,
A=A, <A,

A <Ay, SASi.

A <A, <A

Si sumamos las "'n"" desigualdades planteadas, obtendremos otra desigualdad del mismo sentido que
resulta:

AL+ A, -+ A SAY T A, T Ay SA A e Ay

Es decir:
n n N

SA, =3An =3 Ag

=1 i=1 i=i
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Ahora bien, si tomamos particiones cada vez mas refinadas (aumentando el nimero de subintervalos)
las tres areas se aproximan entre si, por lo tanto se puede suponer que si el nimero de subintervalos
tiende a infinito (por consiguiente la norma tiende a cero) las tres areas tenderan a igualarse. Teniendo
en cuenta esto, podemos suponer que en el limite para el nimero de subdivisiones tendiendo a infinito
seran iguales, por lo tanto:

lim ZA| =1lim ZAM =lim ZAS

Nn—ooi=1 N —>ooi = N —>ooi =

A dichos limites los denominaremos la integral definida de la funcion y = f(x) en el intervalo cerrado
[a,b] y ello nos posibilita calcular el rea real encerrada por la funcion, el eje de las abscisas (x) y las

ordenadas correspondientes a los extremos del intervalo, Es decir:

n n
b
A = lim D Ay, = lim Y £ = xi2) = [ fG0dx
i=1 i=1 a

Definicion de la Integral definida (sequn Cauchy)

3.- INTEGRAL DEFINIDA SEGUN RIEMANN

Riemann plantea otro enfoque de la integral definida, ya no como limite, sino como sucesiones y ademas
puede prescindir de la hipotesis de continuidad, bastando solamente con el acotamiento de la funcion.

Sea y = f(x) una funcion acotada en un intervalo cerrado [a,b]y en ella se pueden efectuar particiones,

las que llamaremos: P ;P ;P ,P y P , con la condicion que sean cada vez mas refinadas
entre si. Si llamamos:5, alanormade P, , 6, alade P, , 6, alade P, ,y asi respectivamente, se
debe verificar que: 0,=20,=032...20,2...

Teniendo en cuenta esto, podemos obtener, de acuerdo con lo visto, la suma inferior y superior para cada
particion. Por lo tanto, para la particion P, existira una suma superior, que llamaremos S, Yy una

inferior, 1, v asi respectivamente para cada una de ellas, y si consideramos ademas, que por ser las

particiones cada vez mas refinadas, se debe verificar: Spl >S P, >S Py e >S P, ,lo

que constituye una sucesion decreciente de sumas superiores, que debe ser acotada inferiormente y tener,
por lo tanto, un extremo inferior, que llamaremos:

extr. inf. [S; ]

De igual manera, las sumas inferiores constituiran una sucesion creciente, es decir:

S <| <l Py <-- <l P, <----, que también debe ser acotada
superiormente y por conS|gU|ente tener un extremo superior que designaremos:

extr. sup. [, ]
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A dichos extremos, que siempre existen, los llamaremos:
extr.inf [S ]=_fb f (x)dx=
- - P a

lo que constituye la Integral superior de Riemanny a:

extr.sup [l p ]zgf (x)dx=

que es la Integral inferior de Riemann.

b b
Se va a verificar siempre que: ,[a_f ( X )dXSJa f ( X )dX

La condicidn de existencia de la integral definida segin Riemann es que ambas sean iguales:

IQ‘:(X)O'X#?f(><)dX=j§ f (x)dx

Lo que constituye la definicion de Integral definida (sequn Riemann).

4.- PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Las propiedades de la linealidad de la integral indefinida vistas y demostradas anteriormente, se verifican
en el caso de la integral definida, de manera similar.

4.1.- Integral definida de una suma de funciones

Demostraremos a continuacion que:
2L (x)+g(x)Jdx=[> f (x )dx+[> g( x )dx

Consideramos la definicion de integral definida:

J2[f OO+ 900 Jdx=
=lim > (x ) f (¢, )+a(c)kF

Aplicando la propiedad distributiva del producto respecto de la suma:

=|iman[( X; —X;_1 ) (¢ )+H(X;—X;_1 )g(c; )]:

n—ooi=1
Por propiedad de la sumatoria, podemos descomponer en dos sumatorias resulta:

—tim| 30 -x ) F(e 051 )a(e) |-

n—oo

5
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Por propiedad del limite de una suma, que es igual a la suma de los limites, tenemos que:

=Iimi(xi xi_1)f (c; )""ImZ(X X1 )a(c; )=

n—ooi=1 n—ooj=

Si consideramos que:

t?f (X) dx = “mi(xi _Xi—l) f (Ci )/\

n—ooi=1

.[ g(x)dx = |ImZ(X —%;,) d(c)

n—oo i=1

Reemplazamos en la expresion anterior:
LLF CO+g ()] dx=[; f (x) dx-+[7 g(x) dx

4.2 .- Integral definida del producto de una funcién por una constante

Vamos a demostrar que: _‘:k f (X) dX:kJ: f (X) dx

Por definicién de la integral definida:

2 kf(x)dx—llmZ(X —xi_1) k f(c)=

n—ooi=1

Si aplicamos primero las propiedades de las sumatorias que nos permiten sacar fuera del signo las
constantes y luego la del limite del producto que nos dice que es igual al producto de los limites,
resultard:

=11m kZ(X —x;_1)f (¢ )=

= limk IimZ(Xi — Xi—l)f (Ci):

Si calculamos los limites, tendremos que el primero es el limite de una constante que resulta igual a la
misma constante y el segundo es la definicion de la integral definida de una funcién, por lo tanto:

[Pk £ (x) dx=k [ f(x) dx

Otras propiedades, que son propias de la integral definida:

4.3.- Integral definida con extremos de integracion iquales

En esta propiedad vamos demostrar que:
a
[ f(x)dx=0
a
Para ello tendremos en cuenta lo visto en la definicion de integral definida:
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__Z‘imi (Xi — Xi—l) S % f (Ci ) (Xi - Xi—l) SéMi(Xi - Xi—l) D

Si llamamos M al maximo y m al minimo de todo el intervalo cerrado [a,b] debe resultar que:
M; <M AM; =M s debe verificar:

Mi(xi _Xi—1)3 M(Xi _Xi—l):>
:_Zn:Mi(Xi _Xi—l)S _Zn:M(Xi _Xi—l):>

:iMi(Xi —X_1)<M i(xi — X 1) =
:>iMi(xi —x_,)<M(b—a)

Donde se pudo extraer M del signo de sumatoria por no depender de los subintervalos considerados, es
decir de "i", y ademas, la sumatoria de todos los subintervalos de la particion nos va a dar el intervalo
completo. De manera similar se puede analizar para el minimo. Luego:

M (%—%_1)=m (X% ;)=

:i m; (X — %4 )= i m(x,—x;_,) =

:i m; (X — % ;)= mi (—%;_1)=>

:i m.(x,— x;,_, )= m (b—a)

Reemplazando en la formula (1):

m (b—a) < z f(c,)(x—x%_,)<M(b-a)

Y como se quiere hallar la integral cuyos extremos de integracion coinciden, entonces el intervalo sera
[a,a] cuyaamplitud es, a-a = 0. Por lo tanto:

0=< i f(c,)(x,—x,_,)=<O0

Aplicando limite para "n” tendiendo a infinito :

lim 0= lim3 £(6;) (x—%_1)> 1im O

n—oo n—ooi=1 n—oo
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Como resulta que el limite de cero es el mismo valor por ser una constante y teniendo en cuenta el
Teorema de Confrontacion entre limites podemos ver que:

lim> f(c)(x—x_,)=0

Nn—oo i=1

y dicho limite resulta la integral definida:

[Zf(x)dx=0

4.4.- Integral definida de intervalos negativos (o inversién de los extremos de

integracion)

b a
Veremos que: Ia f ( X )dX - -[b f ( X )dX , donde la integral del segundo miembro

corresponde a un intervalo negativo, ya que “a” es menor que "b” y entonces la amplitud del intervalo
da un resultado negativo, es decir: a<b = a-b<0

Para demostrar esta propiedad utilizaremos la definicion de la integral definida.

I: 1:(X)dX:Iimzn‘,(xi—xl_l)f(c;i )

n—ooi=1

[ 1 OO)dx=lim> (%_1—x ) F(c;)

Nn—ooi=1
Si analizamos esta Ultima expresion tendremos que:

21 (x) dx=lim 3 (1= ) T (¢, )=

n—ooj=1
=|im__il—<xi—xi_1)f(ci )=
—lim— g(x %) f(c)=
=—|im§<xi—xi_1>f(ci )=—], f(x)dx

Expresion que podemos llegar teniendo en cuenta que, como todos los términos de la sumatoria son
negativos, la misma sera negativa y por eso se pude sacar el signo menos afuera y ademas, se considera
que el limite de la opuesta de una funcién es la opuesta del limite, con lo cual llegamos a la integral
definida negativa, por lo tanto:

PrO)dx=[ f(x)dx=
=0 f(x)dx =" f(x)dx
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4.5.- Propiedad aditiva del intervalo en la integral definida

Demostremos que: j: f ( X) dx:jac f ( X) dX"‘_": f ( X) dx= , para lo cual

debemos considerar las posibles ubicaciones del punto “c *, es decir, si el punto pertenece al intervalo /
a, b /7 osino pertenece al mismo, y en ese caso si se encuentra a la izquierda (menor que a) oala
derecha (mayor que b).

a) El puntoc e (a, b), es un punto interior a dicho intervalo

En ese caso podemos hacer: /fa,b/= fa,c] v [c,b]

Por lo tanto, si efectuamos una particion del intervalo, la misma originara una similar en cada uno de los
subintervalos. Es decir, si dividimos el intervalo en "n” partes podemos suponer que los subintervalos se
dividirdn en "k "y "n-k” partes, siendo “k < n”,ambos naturales. Entonces podemos hacer:

Z(X —X 1)=Z(X %)+ D (XX, )

i=k+1

Si multiplicamos por f (Ci ) siendo Xi_1£Ci SXi resulta:

Z:(Xi_xi—l)f (g )Z__Zki(xi _Xi—l)f (¢ )+ Zn:(xi_xi—l)f (ci)

i=k+1

S aplicamos limite paran — oo, podemos pensar que k- o, es decir, la norma del intervalo tendera

a cero y por consiguiente también lo haran las de los subintervalos. Entonces: (0—>0)
Iim Z(X —x;_1)F (¢ )=
Nn—oo i=1
- n
—|ImZ(X —x;_1)F (i )+lim > O6—x_1)f(c)
n—oo i=1 Nn—oo i=k+1

Donde se ha aplicado la propiedad del limite de una suma y como dichos limites representan las
integrales definidas respectivas, tenemos demostrado que:

I:f(x)dX:f;:f(X)anLjff(x)dx:

Gréaficamente podemos observar:



Andalisis Matematicol - F.R.Re. - U.T.N.

A f[x]

A= f(x) dx

Si llamamos: A= [ f(x) dx Resulta;
A= 7 f(x)dx

A=A1 + A2 donde el area total es igual a la suma de las areas 1y 2.

b)elpuntocg[a,b] A ¢ < a

Tendremos ahora dos subintervalos /c,a / A /c, b Jde tal manera que resulte:

[a,b/=/[c,b/- [c,a] yentonces:

f: f(x) dx=[; f(x) dx+jf f(x) dx=
Pero, por ser el intervalo de integracion negativo va a ser: I;: f ( X )dX= — I: f ( X )dx

[ £ O)dx=[ f (x)dx—["F (x )dx=

y reemplazando tenemos:

Gréaficamente:

10
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AY f(x)

Donde el area a determinar (sombreada con puntos) resulta igual a la diferencia entre el &rea sombreada
con lineas horizontales menos la de lineas verticales.

c)Elpuntocg[a.,b] A b<c

Sean los subintervalos fa,c/ A [b,c/,detal maneraqueresulta: fa,b /= fa,c/-/b,c]
y por lo tanto:

J:f(x)dngf(X)dX+jff(x)dx

b c
Pero, por ser el intervalo de integracion negativo: Ic f ( X )dX= T Ib f ( X )dX

{28 (x ydx=[C £ (x )dx—[S F (x)dx=

Reemplazando, tenemos:

Gréficamente:

11
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f[x)

Donde
El area a determinar (sombreada con puntos) resulta igual a la diferencia entre el area sombreada con
lineas horizontales menos las de lineas verticales.

5.- TEOREMA DE LA MEDIA DEL CALCULO INTEGRAL (O
DEL VALOR MEDIO)

b
Sea f(x), funcion definida y acotada en un [@; D] => jf (X) dx = H(b - a)

Demostracién: como f (x) estd acotada en /a, b / admitird en dicho intervalo un valor maximo (M )y
otro valor minimo ( m), de tal manera que debe verificarse que:

m<f(x) <M Vx e [fa,b]

Si ademas consideramos una particion de dicho intervalo, resultard un conjunto de subintervalos los que
seran todos acotados y por consiguiente también tendrdn maximos y minimos, los que llamaremos

respectivamente  Mj A mj_donde resulta: m=m A M, =M

Por lo tanto se debe verificar:

M; (X = Xi_1) S M (X =Xy ) =
n n

:_ZiMi(Xi —X_1) < _ZIM (X —Xi_1) =
1= 1=
n n

j_lei(Xi —Xi_1)<M _Zl(xi —Xi_1) =
1= 1=

=> M, (% —x_,)<M(b—a)

12
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Extraemos M del signo sumatoria por no depender de los subintervalos considerados, es decir de "i", y
ademas, la sumatoria de todos los subintervalos de la particion nos va a dar el intervalo completo. De
manera similar se puede analizar para el minimo:

m; (= X3 ) = m(x—x; ;)=

:i m; (X — X;_1) = i m(x;—x;_; ) =

i=1

:Zn: m; (X — Xi_1) = mi (X—Xi_q) =

n
:Z m; (Xi — X —1) = m(b_a) , teniendo en cuenta que cuando definimos la
i=1

Integral Definida segun Cauchy dijimos:

imi (x—%i_1) < i flei) (x—x_1) < iMi(Xi_Xi—l)

Por lo tanto, considerando las expresiones anteriores, resulta:

m(b—a) < é f(c)(xi—x_,)<M(b—a)

Si aplicamos limite con el nimero de subintervalos tendiendo a infinito (o la norma de la particién
tendiendo a cero) resulta :

limm(b—a)<lim> f(c,)(x—x_,) <limM (b—a)

n—>oo n—oo i=1 n—oo

Pero como ni el méximo, ni el minimo, ni la amplitud del intervalo dependen de la particidén considerada,
los podemos considerar como constantes y por lo tanto su limite da lo mismo y entonces teniendo en
cuenta la definicion de integral definida segin Cauchy, resulta:

b
m(b—a) < [ f (x)dx< M(b—a)
Si dividimos todo por (b - a) como el intervalo es positivo, la desigualdad no se altera y nos queda:

< f ( x)dx<
<b—a>I
—— [P f(x)dx =
Llaman a esta expresion: (b—a) a —H
Luego: mSHS M . pes un valor comprendido entre el Maximo y el Minimo, entonces:

[2f(x)dx =z(b—a)

13
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El &rea calculada por la Integral Definida puede ser sustituida (o resulta igual) por un &rea rectangular
equivalente, multiplicando la amplitud del intervalo por el valor 'mu " ( z), que est4d comprendido entre
el maximo y el minimo de la funcion en el intervalo.

Graficamente:

Lo
Lo sombreado representa el area equivalente.

Ahora bien, si ademas de ser acotada, la funcion es continua (hay que tener en cuenta que toda funcion
continua en un intervalo cerrado es siempre acotada en el mismo, no siempre es cierto el reciproco)
podemos afirmar que va a existir un punto “c " interior al intervalo, de tal manera que se verifique:

u = f(c) A c € (a,b)
Teniendo en cuenta que todos los valores comprendidos entre el maximo y el minimo estan ocupados

por valores de la funcidn en el intervalo ( esto no ocurre en funciones acotadas en el intervalo como se
ve en el gréfico anterior ). Entonces:

[2f(x)dx =(b-a)f(c)

Donde el area equivalente ahora esta constituida por el intervalo multiplicado por la funcion en un punto
interior del mismo.

Graficamente:

14



Andalisis Matematicol - F.R.Re. - U.T.N.

Nuevamente lo sombreado representa el area equivalente.

6.- TEOREMA DE LA ,FUNCIC’)N AREA (O DE LAPRIMITIVA O DE
LA DERIVADA DE LA FUNCION INTEGRAL)

Algunos autores llaman a este Teorema como el Fundamental de la Integral y esto tiene sus razones,
ya que nos va a relacionar la integral indefinida (operacién) con la definida (calculo de area) y por lo
tanto nos permitira resolver facilmente esta ultima.

Para demostrar este teorema, sea una funcion y = f (x) continua en el intervalo cerrado fa,b / ,y

b
teniendo en cuenta que: ja f(X)dX=N° , corresponde a un area, podemos pensar que Si

sustituimos el extremo superior de la integral por una variable “x ~ con la condicion de que esta
pertenezca al intervalo considerado, obtendremos una funcién de este extremo, que se denomina
Funcion Integral (o Funcion Area), y nos dara un area variable. Es decir:

X
[, T(x)dx=F(x)
Si incrementamos el extremo superior, obtendremos una funcion incrementada, entonces:

25 £ (x)dx=F (x+ Ax)

a

y haciendo la diferencia, obtendremos el incremento de la funcion integral:
AF( X )=F( X+ AX)—F( X))
X+ AX X
= | f(x)dx—[  f(x)dx

15
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Como podemos observar en el grafico siguiente donde el incremento es el area sombreada:

Y
f(x)
/—’————_——.—_—
/ [ AF(x) ]
=
a x Xt ®Ax xtAX

Si ademas tenemos en cuenta la propiedad de la integral definida, que dice:
X a
| FOx)dx=[_ f(x)dx
AF(X)=F(X+Ax)—F(x)=

X+ AX X+ AX

podemos hacer: — If(x)dX+?f(X)dX= | f(x)dx
a X X

Hemos aplicado la propiedad aditiva del intervalo en la integral definida y por el Teorema del Valor
Medio del Calculo Integral, considerando que la amplitud del intervalo es Ax y que ©® es un valor
comprendido entre cero y uno: 0 <@ <1 , entonces ( X + @ Ax ) en un punto interior del intervalo,
resulta:

AF(x) = F(X+ dx) — F(X) =
X+Ax

= [ f)dx = Ax f(x + OAx)

F(x+ AX)-F(x)
Dividimos por Ax tendremos: AX =f ( X+OAX )

pasando al limite para Ax tendiendo a cero, resulta:

. F(X+ dax)—F(x i

Iim ( )—F( ): Iim f(x+®A4x)
Ax—0 Ax Ax—0

Entonces:

F'(x)=1(x)

16
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Lo cual nos permite afirmar que la que la funcion integral es una primitiva de la funcién integrando, por
consiguiente, se podria calcular la funcion integral mediante la utilizacion de la integral indefinida.

/.- REGLA DE BARROW

Si G(x) es una primitiva de f(x), funcion continua en
b

b
[a;b] = [ f(x)dx=G(b)-G(a)=G(x) |2 =[G(x)]3
a
Demostracidn: esta regla nos permite calcular una integral definida por aplicacion de una primitiva y se

basa en si dos funciones tienen igual derivada, ambas difieren en una constante (Teorema Fundamental
del Célculo Integral). Por lo tanto:

)= 14

F(x)es una primitivade f(x)=F (x)= f(x

G(x)es una primitivade f (x)=G (

>

}:F'(x) =G'(x) =fx =F(X) = G(x) + K

sendo F(x)=["f(x)dx

si hacemos x = a, resulta:

F(a)zj:f(x)dx=0

por ser los extremos de integracion iguales, pero ademas:

F@Q=G@@+ K=0 = K=-G()

b
si hacemos x = b, tendremos: F( b ):J-a f ( X )dX

ytambién:  F(b)=G(b) + K = G(b) - G(a)

b
Igualamos las dos expresiones anteriores resulta: L f (X)dX:G (b)_G (a)

que es la Regla de Barrow, que se puede también de la siguiente manera:

j: f()dx=[G(x )= G(x )|Z=G(b )—G(a)

Un ejemplo de aplicacién de esta Regla:

Calcular la integral entre 1y 3 de la funcién y = x2

Para resolver procedemos de la siguiente manera:

17
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X 3° 1° 26
3| 3 3 3

INTEGRALES IMPROPIAS

1.- INTRODUCCION:

La integral definida, vista anteriormente, tenia en cuenta que la funcién estaba definida en todos los
puntos de un intervalo cerrado [a, b], finito, y en el cual, por lo menos, la misma tenia que ser acotada,
es decir, no se admiten que existan puntos del intervalo en que la funcion tienda a infinito
(discontinuidades infinitas).

Estas restricciones sobre la caracteristica de la funcion y del intervalo son posibles de flexibilizar para
poder resolver algunas aplicaciones practicas que son Utiles.

Para ello, desde el punto de vista matematico, se le debe dar un nuevo enfoque a la integral definida,
obteniéndose con ello las integrales impropias.

Estas se originan por dos causas, y teniendo en cuenta esto, se clasifican. Puede ocurrir que el intervalo
de integracion no sea finito, por lo tanto, tiene uno o los dos extremos infinitos, y la integral serd
Impropia de Primera Especie, o que la funcidn presente un infinito en el intervalo (no esté definida en
un punto del mismo) y en ese caso es Impropia de Segunda Especie.

Veremos coOmo se resuelven.
2.- Integrales Impropias de Primera Especie

En este caso, el intervalo de integracion es infinito y en general se resuelven reemplazando el extremo
infinito por una variable (t) y luego aplicar limite para t tendiendo a infinito.

El resultado de este limite puede ser un valor finito. En este caso se dice que la integral impropia es
convergente. Si el limite es infinito, la integral impropia sera divergente y si no existe el limite la integral
impropia seré oscilante.

Analizamos cada una de las alternativas que se presentan:
a) El extremo superior de la integral es infinito

0
En este caso la integral a resolver es: | f(x)dx
a

Su gréfico podria ser el siguiente: y
/
f(x)
\\
N
\
N\
N\
N\
AN
AN
S~ X
a t -
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Para poder resolverla es necesario adaptar el extremo superior de la integral, variable “ t”y aplicar limite

o) t
tendiendo a infinito, es decir: [ f(x)dx = lim [ f(x)dx=
a t—)ooa

b) El extremo inferior de la integral es infinito

a
Ahora la integral a calcular resulta: [ f(x)dx
—00

Y podemos suponer su que su grafico es el siguiente:

y
/— N\
Y —
f(x) /
/

/

/

/
/
/
/
/
/
- .

t b g

Ahora es necesario reemplazar el extremo inferior por la variable “ t ““ y aplicar limite tendiendo a

a a
menos infinito, por lo tanto: [ f(x)dx= lim [f(x)dx=
. t —o0
¢) Ambos extremos son infinitos
e}
Entonces la integral a resolver es del tipo: j f(x)dx=
—o0
Y su grafica puede ser:
A
y
\
\ f(X
/ \ x)
/ \
/ \
/ \
/ \
/ N\
X
t1 a to g

19



Analisis Mateméticol - F.R.Re. - U.T.N.
En este caso es necesario descomponer el intervalo de integracion en la suma de otros dos. Para ello hay
que adoptar un valor intermedio del mismo “ a “. Aplicamos una propiedad vista en la integral definida
(propiedad aditiva del intervalo de integracion) y, entonces tenemos:

of f(x)dx= ? f(x)dx+Tf(x)dx

Por consiguiente es preciso resolver dos integrales impropias similares a las vistas en los casos
anteriores, por lo tanto, vamos a reemplazar los extremos infinitos por las variables “ t; “y “ tp
respectivamente y a continuacion aplicamos los limites tendiendo a menos y maés infinito

tp
lim J'f(X)dX
103

0 a
respectivamente, es decir: [ f(x)dx= lim [f(x)dx+
ty >
t; 2

—© 17>

3.- INTEGRALES IMPROPIAS DE SEGUNDA ESPECIE

En este caso la funcion presenta una discontinuidad infinita en un punto del intervalo, es decir, no
esta acotada en el mismo. Las posibilidades que se presentan son: que dicho punto singular se
encuentre en uno de los extremos, o en el interior del intervalo, lo que nos dara los distintos casos,
que en general se resuelven de la misma forma.

Para resolver es necesario desplazarnos del punto donde se presenta la discontinuidad y luego pasar
al limite del nuevo extremo tendiendo a dicho punto.

El limite, en general, es lateral, dado que debemos tender a la discontinuidad por un solo lado y al
igual que en las de primera especie, puede ser finito o infinito, los que nos dara una integral impropia
convergente o divergente segun sea el resultado.

Analizamos los distintos casos que se presentan:

a) El punto de discontinuidad infinita se encuentra ubicado en el extremo superior_del
intervalo de integracion

a

La integral a resolver sera: J' f(x)dx A no existe f(b)
b

Podemos suponer un gréafico como el siguiente:

A

y

f(x)

V><
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Existen dos formas de planear el problema, que por supuesto llegan al mismo resultado. Una de ellas es
suponer un extremo superior de la integral variable t, proximo a b, dentro del intervalo y luego hacer

b t
tender el mismo al extremo superior por izquierda, es decir: j f(x)dx= Iimj f(x)dx
t—b
a a

La otra manera se puede considerar un valor ¢, positivo y variable, y reemplazar el extremo superior de
la integral por la diferencia b — €, y pasar al limite para ¢ tendiendo a cero, entonces:

b b-—¢
[f(x)dx= Iirrg) [ f(x)dx

b) EIl punto de discontinuidad infinita se encuentra ubicado en el extremo inferior del
intervalo de integracién

En este caso tenemos: f; f(x)dx A no existe f(a)
Podemos considerar el siguiente gréafico:

AY

£(x)

v

a t b

b b
Y procedemos de manera similar al caso anterior, es decir: If (X) dx = Iimjf (x) dx
t—>a*
a t

b b
O también: [ f(x)dx=lim [f(x)dx
a

€2Va+¢

¢) Elpunto de discontinuidad infinita se encuentra ubicado en un punto interior del intervalo
de integracion

El problema a resolver es: f:f(x) dx A no existe f(c) A ¢ € (ab)

Y podemos considerar el siguiente grafico
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/ \
/ \
/ \
g
\
a 1 ¢ b b

En este caso, similar al altimo visto en las de primera especie, es necesario descomponer el intervalo de

integracién en la suma de otros dos. Para ello hay que adoptar un valor intermedio del mismo: “c”y
aplicamos una propiedad vista en la integral definida (propiedad aditiva del intervalo de integracion), y

b c b
entonces tenemos: [f(x)dx=[f(x)dx+[f(x)dx
a a c

Por consiguiente, es preciso resolver dos integrales impropias similares a las vistas en los casos
anteriores. Por lo tanto, vamos a reemplazar los extremos “c” por las variables t1 y t> respectivamente y
luego aplicamos los limites laterales para ellas tendiendo a dicho extremo. Es decir:

b ty b
J£(x) dx = lim [ (x) dx+ lim [ (x) dx

Ejemplos:

e 0]
1.- Calcular la siguiente integral: [e™ dx

0
Para resolverla cambiamos el extremo superior de la misma por una variable t y resolvemos el limite
para dicha variable tendiendo a infinito:

0 t
fe™ dx=lim [e™ dx= Iim[—e‘XL = lim [_e-t +e0]
0 t—o0 t—o0 t—oo

Aplicamos la Regla de Barrow, restando solamente calcular el limite. Por lo tanto:

[e ™ dx= Iim[—e‘t +e0]= Iim{1+i}={1+i}=l
0 t—c0 t—>oo et eOO

Como el resultado es finito, la misma es convergente.

2.- Calcular la siguiente integral:

“ dx
IR
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Para resolverla, al igual que en el ejemplo anterior, cambiamos el extremo superior de la misma por una
variable t y resolvemos el limite para dicha variable tendiendo a infinito, es decir:

t

Td Imf —Ilmfxydx_ lim —% :t”m[z(‘/f_‘/i)]zz(‘/;_l):
1Vx e

t—>o 1 t—ow 1 tow 2 1
Como el resultado es infinito, la misma es divergente.

3.- Calcular la siguiente

integral:
j 0V1-x2

En este ejemplo, la integral presenta una discontinuidad infinita en el extremo superior de la misma. Por
Si reemplazamos por la variable t y luego resolvemos el limite para este tendiendo a 1, es decir:

1 t
= lim [arc senx]§ = lim [arc sent-arc sen0]=

,/1 X t—>10‘/1 X t—>1 t—>1

T T
=arc senl-arcsen0=—-0=—
2 2
Integral Impropia convergente.

2
4.- Calcular la siguiente integral: [ —
0X

En este caso la discontinuidad infinita esta en el extremo inferior y es el que reemplazamos. Por lo tanto:

2 272 2

dx 3 X . 1 . 1 1 1 1
j—_llmjx dx = lim| = | = lim =lim-=+—|=—=+==w
Ox3 t—>0} t—>0| —2 . t—0 _2)(_2t t>0 8 2t? 8 0

Integral Impropia divergente.
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